




Док.5 Mathcad

Корреляционные свойства нормального поля

Имитация нормального поля яркости

Число элементов изображения по строкам nr 128:= по столбцам nc 128:=

всего n nr nc⋅ 16384=:= Среднее m 54:= СКО σ 12:=

Столбцы матрицы данных i 0 nc 1−..:= B i〈 〉 rnorm nr m, σ, ( ):=

Двумерная корреляционная функция

Индексы центральной точки i0 floor
nr
2

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠

64=:= j0 floor
nc
2

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠

64=:=

Сдвиг в пикселях T
nr
4

32=:= i i0 T− i0 T+..:= j j0 T− j0 T+..:=

S 2 T⋅ 1+( )2:= Среднее по площади S*pix2 mS
1

S
i j

Bi j, ∑⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

∑⋅ 54.07=:=

S 4225= СКО по площади S*pix2 dS
1

S
i j

Bi j, mS−( )2∑⎡⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

∑⋅:= σS dS 12.13=:=

Пространственное разрешение pix 1.65:= k T− T 1−..:= m T− T 1−..:=

Rk T+ m T+, 
1

S dS⋅
i j

Bi j, mS−( ) Bi k+ j m+, mS−( )⋅⎡⎣ ⎤⎦∑⎡⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

∑⋅:= RT T, 1=

R R
   Рис. 16. Корреляционная функция. Вид сбоку и сверху. 
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Корреляционная функция в разрезах 

Τ T pix⋅:=

k 0 2 T⋅ 1−..:=

32− 28− 24− 20− 16− 12− 8− 4− 0 4 8 12 16 20 24 28 32

0.5

1

Rk T, 

k pix⋅ Τ−

Рис. 17. Корреляционная функция в разрезе τy= 0.

m 0 2 T⋅ 1−..:=

32− 28− 24− 20− 16− 12− 8− 4− 0 4 8 12 16 20 24 28 32

0.5

1

RT m, 

m pix⋅ Τ−

Рис. 18. Корреляционная функция в разрезе τx= 0.
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имеют дело с конечными величинами, δ -функция равна нулю  везде, кроме 

одной точки, в которой принимает значение 2σ . Поскольку радиус корреля-

ции теоретически равен нулю, его численный расчет теряет смысл. 

В Док.6 исследованы аппроксимации спектральных плотностей для 

фрагмента изображения леса. Значения параметров аппроксимаций α  и β  

взяты из Док.4. На рис.19 сплошной и пунктирной линиями показаны соот-

ветственно центральные разрезы поверхностей (1.32) и (1.37) (или, что то же 

самое, (1.45) и (1.48) при α=α=α yx ). Для  сравнения выполнены расчеты 

по формулам (1.40) и (1.42) при 0=ωy , α=α=α yx , β=β=β yx . Кривые 

на рис. 20 качественно близки к аналогичным кривым на рис.19. Смещение 

максимума от нулевой пространственной частоты 0=q  в область 130 -.~ мq  

согласуется с экспериментальными измерениями спектральной плотности 

изображений леса. Поэтому аппроксимация (1.32) более реалистична, чем 

(1.37), а аппроксимация (1.40), в свою очередь, более реалистична нежели 

(1.42). Смещение максимума спектральной плотности в её аналитических 

представлениях определяется наличием периодического множителя у корре-

ляционной функции ( 0>β ). Таким образом, параметр β  существенно влияет 

на характер спектральной кривой. На рис.21 и рис.22 показаны спектральные 

поверхности, построенные по формулам (1.32) и (1.40). 

Каждая из рассмотренных выше аппроксимаций может оказаться не 

вполне удовлетворительной для описания эмпирических зависимостей. Более 

точный результат даёт взвешенная сумма базовых аппроксимаций. В Док.7 

представлены взвешенные радиально симметричные аппроксимации корре-

ляционной функции и спектральной плотности. Параметры λ , α , β , υ , под-

бираются по виду корреляционной функции вдоль её продольного (рис.23) и 

поперечного (рис.24) центральных разрезов. Центральный разрез нормиро-

ванной спектральной плотности показан на рис.25. Двумерные аппроксима-

ции представлены на рис.26 и рис.27. 

 



Док. 6 Mathcad

Нормированная спектральная плотность

Разрезы аппроксимаций с радиальной симметрией

α 0.2:= β 0.2:=

F v( ) 2 π⋅
0

20

rr e α− r⋅⋅ J0 v r⋅( )⋅ cos β r⋅( )⋅
⌠
⎮
⌡

d⋅:= G v( )
2 π⋅ α⋅

α
2 v2+( )3

:=

F 0( ) 1.68−= G 0( ) 157.08=

0 0.2 0.4 0.6 0.8

50
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F v( )

G v( )

v

   Рис. 19. Две аппроксимации нормированной спектральной плотности в разрезе. 

Разрезы аппроксимаций с разделением переменных

F ω( )
2 α

2⋅

α
2

β
2+

1

α
2

β ω+( )2+
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α
2

β ω−( )2+
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⎢
⎣

⎤
⎥
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α
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ω
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F 0( ) 25= G 0( ) 100=
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F ω( )
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ω

   Рис. 20. Две аппроксимации нормированной спектральной плотности в разрезе. 
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Двумерная аппроксимация с радиальной симметрией

F p q, ( ) 2 π⋅
0

20

rr e α− r⋅⋅ J0 p2 q2+ r⋅( )⋅ cos β r⋅( )⋅
⌠
⎮
⌡

d⋅:=

x0 0.75−:= y0 0.75−:= i 0 60..:= j 0 60..:= xi x0
i

40
+:= yj y0

j
40

+:= Fi j, F xi yj, ( ):=

F
 Рис. 21. Нормированная спектральная плотность нормального поля. 

Двумерная аппроксимация с разделением переменных

H p q, ( )
α
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2

β p+( )2+

α
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β p−( )2+
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⎢
⎣

⎤
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⎦

α

α
2

β q+( )2+

α

α
2

β q−( )2+
+⎡

⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

⋅:=

x0 0.75−:= y0 0.75−:= i 0 60..:= j 0 60..:= xi x0
i

40
+:= yj y0

j
40

+:= Ωi j, H xi yj, ( ):=

Ω

   Рис. 22. Нормированная спектральная плотность реального поля. 44



Док. 7 Mathcad

Взвешенная аппроксимация корреляционной функции
            и нормированной спектральной плотности

Считывание матрицы оптических плотностей

B READBMP "Forest_1.65_128.bmp"( ):=

Число элементов изображения по строкам и по столбцам nr rows B( ) 128=:= nc cols B( ) 128=:=

Двумерная корреляционная функция

Индексы центрального элемента i0 floor
nr
2

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠

64=:= j0 floor
nc
2

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠

64=:=

T min floor
nr
4

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠

floor
nc
4

⎛⎜⎝
⎞⎟⎠

, ⎛⎜⎝
⎞⎟⎠

32=:= i i0 T− i0 T+..:= j j0 T− j0 T+..:=

S 2 T⋅ 1+( )2:= Среднее на площади S*pix2 mS
1

S
i j

Bi j, ∑⎛⎜
⎝

⎞
⎟
⎠

∑⋅ 116.02=:=

СКО на площади S*pix2 dS
1

S
i j

Bi j, mS−( )2∑⎡⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

∑⋅:= σS dS 51.59=:=

Пространственное разрешение pix 1.65:= k T− T 1−..:= m T− T 1−..:=

Rk T+ m T+, 
1

S dS⋅
i j

Bi j, mS−( ) Bi k+ j m+, mS−( )⋅⎡⎣ ⎤⎦∑⎡⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

∑⋅:=

Аппроксимация разрезов корреляционной поверхности

λx 0.25:= αx 0.15:= βx 0.2:= υx 0.0:=

Τ T pix⋅:= Rx τ( ) υx e
λx− τ⋅

⋅ 1 υx−( ) e
αx− τ⋅

⋅ cos βx τ⋅( )⋅+:= Rx 0( ) 1=

x0 Τ−:= k 0 2 T⋅ 1−..:= xk x0 k pix⋅+:=

32− 24− 16− 8− 0 8 16 24 32

0.5

1

Rk T, 

Rx xk( )

k pix⋅ Τ− xk, 

Рис. 23. Разрез корреляционной поверхности вдоль оси τx 
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λy 0.25:= αy 0.15:= βy 0.2:= υy 0.8:=

Ry τ( ) υy e
λy− τ⋅

⋅ 1 υy−( ) e
αy− τ⋅

⋅ cos βy τ⋅( )⋅+:= Ry 0( ) 1=

y0 Τ−:= m 0 2 T⋅ 1−..:= ym y0 m pix⋅+:=

32− 24− 16− 8− 0 8 16 24 32

0.5

1

RT m, 

Ry ym( )

m pix⋅ Τ− ym, 

Рис. 24. Разрез корреляционной поверхности вдоль оси τy 

Нормированная спектральная плотность по центральному разрезу

λ
λx λy+

2
0.25=:= α

αx αy+

2
0.15=:= β

βx βy+

2
0.2=:= υ

υx υy+

2
0.4=:=

F p( ) υ
2 π⋅ λ⋅

λ
2 p2+( )3

⋅ 1 υ−( ) 2 π⋅
0

∞

rr e α− r⋅⋅ J0 p r⋅( )⋅ cos β r⋅( )⋅
⌠
⎮
⌡

d⋅
⎛⎜
⎜⎝

⎞⎟
⎟⎠

⋅+:= F 0( ) 23.323=

0 0.5 1

30

60

F ωx( )

ωx

Рис. 25. Нормированная спектральная плотность вдоль центрального разреза.

Двумерная аппроксимация 

Корреляционная функция

Κ u v, ( ) υ e λ− u2 v2+⋅⋅ 1 υ−( ) e α u2 v2+⋅( )−⋅ cos β u2 v2+⋅( )⋅+:=

46



x0 32−:= y0 32−:= i 0 128..:= j 0 128..:= xi x0
i
2

+:= yj y0
j
2

+:= Ai j, Κ xi yj, ( ):=

A A

   Рис. 26. Аппроксимация корреляционной функции в виде поверхности вращения
                                                      и карты линий уровня.  

Нормированная спектральная плотность 

G ωx ωy, ( ) 2 π⋅ λ⋅ υ⋅

λ
2

ωx
2+ ωy

2+⎛
⎝

⎞
⎠

3
1 υ−( ) 2⋅ π⋅

0

∞

rr e α− r⋅⋅ J0 ωx
2

ωy
2+ r⋅⎛

⎝
⎞
⎠⋅ cos β r⋅( )⋅

⌠
⎮
⌡

d⋅+:=

x0 0.64−:= y0 0.64−:= i 0 64..:= j 0 64..:= xi x0
i

50
+:= yj y0

j
50

+:= Fi j, G xi yj, ( ):=

F F
   Рис. 27. Аппроксимация нормированной спектральной плотности в виде
                          поверхности вращения и карты линий уровня.  
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Статистические параметры изображений, представленных на рис.1-а – 

рис.1-г, сведены в табл.1. Значения этих параметров для фрагмента изобра-

жения леса вычислены в Док.1, Док.4 и Док.7. Те же файлы использовались 

для исследования других изображений. 
 

Таблица 1 

 
Тип ланд-
шафта 

 
Лес 

 
Вырубка 

 
Луг 

 
Поселок 

Эмпирические числовые характеристики 
m̂  54.2 76.3 82.31 92.6 
σ̂  12.49 3.38 3.06 24.56 
0γ̂  0.23 0.44 0.04 0.27 

1γ̂  0.06 0.11 -0.47 1.71 

2γ̂  -0.67 0.45 0.44 4.75 

Динамический диапазон яркостей [отн.ед.] 
minB  22 60 67 31 

maxB  91 93 95 245 

Радиус корреляции [м] 
ρ  4.3 12.1 10.9 4.5 

xr0  5.0 6.9 9.0 5.0 

yr0  5.0 8.2 9.0 9.0 

Параметры аппроксимации корреляционной функции в Док.4 
xα  0.15 0.2 0.1 0.15 

xβ  0.2 0.0 0.1 0.2 

yα  0.25 0.17 0.1 0.1 

yβ  0.1 0.0 0.1 0.1 

α  0.2 0.185 0.1 0.125 
β  0.15 0.0 0.1 0.15 
Параметры аппроксимации спектральной плотности в Док.7 

λ  0.25 0.325 0.2 0.15 
α  0.15 0.05 0.2 0.1 
β  0.2 0.0 0.1 0.2 
υ  0.4 0.75 0.15 0.35 
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Сравнивая табличные значения параметров, можно сделать следующие 

выводы. Наибольший диапазон яркостей имеет изображение посёлка, что 

объясняется разнообразием отражающих элементов сюжета съемки. Близкие 

значения имеют коэффициенты вариации (контрастности) леса и поселка. 

Они в несколько раз превосходят значения того же параметра для луга. Луг 

является наиболее однородной подстилающей поверхностью. Наиболее кон-

трастна вырубка. Значения коэффициентов асимметрии и эксцесса значи-

тельно выше у изображения посёлка, чем  у изображений  рассмотренных 
природных образований. Радиус корреляции имеет тенденцию к увеличению 

с уменьшением диапазона яркостей сюжетов съемки. Заметно расхождение 

значений радиуса корреляции, которые получены по изображению вырубки 

двумя различными способами. Это следствие проявления статистической не-

однородности данного ландшафта и несовершенства аналитической аппрок-

симации. 

Гистограммы и центральные разрезы аппроксимаций спектральных 

плотностей, отвечающих фрагментам изображений рис.1-а – рис.1-г, показа-

ны соответственно на рис.28-а – рис.28-г и рис.29-а – рис.29-г. Смещение 

максимума спектральной плотности от нулевой пространственной частоты 

указывает на наличие достаточно выраженной периодичности расположения 

объектов съемки. Такая периодичность имеет место в лесном массиве и в 

планировке поселка. Причём периодичность структуры изображения посёлка 

является одномерной. Вид пространственной спектральной плотности изо-

бражения луга также указывает на периодическое колебание яркости по дан-

ному фрагменту. У вырубки периодическая структура не просматривается. 
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Рис. 28-а. Лес. 
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         Рис. 28-б. Вырубка. 
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 Рис. 28-в. Луг. 
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      Рис. 28-г. Посёлок. 
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нормированные на 2σ  

)( pF

)( pF

)( pF

)( pF

p

p

p

p

B
h
Δ

 

B
h
Δ

 

B
h
Δ

 

B
h
Δ

 

B  

B  

B  

B  

Рис. 29-а. Лес. 

Рис. 29-б. Вырубка. 

Рис. 29-в. Луг. 

Рис. 29-г. Посёлок. 
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ЗАДАНИЕ НА ПРАКТИЧЕСКУЮ РАБОТУ 
“МЕТОДЫ АНАЛИЗА ИЗОБРАЖЕНИЙ”  

И ПОРЯДОК ЕЕ ВЫПОЛНЕНИЯ 
  

Требуется выделить фрагмент выбранного изображения высокого разре-

шения с достаточно однородным расположением объектов и описать его ста-

тистический портрет. Для этого необходимо выполнить следующие дейст-

вия. 

1. Найти подходящие фрагменты изображений, используя данные топо-

графических или природоведческих спутников, имеющихся на сайтах в гло-

бальной информационной сети. Обосновать выбор размера фрагмента. Изо-

бразить средствами MathCAD двумерное поле яркости изображения в виде 

поверхности. 

2. Вычислить выборочные числовые характеристики поля яркости изо-

бражения: среднее, дисперсию, СКО, коэффициент вариации, коэффициенты 

асимметрии и эксцесса. Построить гистограмму яркостей и сравнить ее с из-

вестными плотностями распределений теории вероятностей. 

3. Построить двумерную гистограмму. 

4. Вычислить двумерную корреляционную функцию и спектральную 

плотность случайного поля. Построить их продольные и поперечные цен-

тральные разрезы. Выбрав подходящую аппроксимацию корреляционной 

функции, вычислить радиус корреляции поля яркости. 

5. По расчетным данным сделать выводы о физических свойствах объек-

тов съемки. 
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