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Теоретические сведения

Пусть a — некоторое вещественное число ( )a∈�. Назовем 
ε-окрестностью точки a интервал (a–ε, a+ε). Такую окрестность будем 
обозначать ( )O aε

 . Исключая из этого интервала саму точку a, получим 
проколотую ε-окрестность точки a, которую будем обозначать ( )O aε

 .  
В дальнейшем будем предполагать, что функции f(x) и g(x) определены 
в некоторой проколотой окрестности точки a.

Определение 1. Число A называется пределом функции f(x) при x→a, 
если для любого положительного числа ε существует положительное 
число δ такое, что при любом ( )x O aδ∈   имеем ( ) ( )f x O Aε∈ . Этот факт 
будем выражать краткой записью ( )lim

x a
f x A

→
= .

В этом определении a или A могут принадлежать расширенной 
числовой прямой , содержащей помимо вещественных чисел так-
же и бесконечные элементы. При этом мы полагаем Oε(+∞)=(ε, +∞),  
Oε(–∞)=(–∞, –ε) и Oε(∞)=(–∞, –ε)∪(ε,+∞). Например, имеем 

1lim 0,
x x→∞

= (1)

так как условия x∈Oδ(∞) и 1⁄x∈Oε(0) равносильны при δ=1⁄ε. 
При вычислении пределов важную роль играют их арифметические 

свойства, позволяющие находить пределы суммы, разности, произведе-
ния и отношения двух функций, пределы которых известны.

Теорема 1. Пусть a∈, ,A B∈ , ( )lim
x a

f x A
→

= , ( )lim
x a

g x B
→

= . Тогда 
( ) ( )lim ( ) , lim ( )

x a x a
f x g x A B f x g x AB

→ →
± = ± = , и в том случае, если B≠0 

( )lim ( )x a

f x A
g x B→

= .

Нередко удается свести вычисление предела к некоторым известным 
соотношениям, которые называют замечательными пределами. Первый 
замечательный предел есть

0

sinlim 1,
x

x
x→

= (2)

второй замечательный предел имеет вид

1lim 1 ,
x

x
e

x→∞

 + = 
 

(3)
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где e — основание натурального логарифма (e = 2,71828…). Соотношения 

0

1lim 1,
x

x

e
x→

−
= (4)

0

ln(1 )lim 1,
x

x
x→

+
= (5)

являются эквивалентными формулировками второго замечательного 
предела.

Если в определении 1 заменить ( )O aε
  на ( ) ( , )O a a a+

δ = + δ , то по-
лучится определение предела функции при x→a справа, который мы 
будем обозначать ( )

0
lim

x a
f x

→ +
. Аналогично, используя ( ) ( , )O a a a−

δ = − δ , 
получим определение предела слева или ( ) ( , )O a a a−

δ = − δ .
Определение 2. Функция f(x) называется непрерывной в точке a, 

если существует предел f(x) при x→a, равный значению этой функции 
в точке a, то есть f(a).

Функции, полученные из степенной, показательной, логарифмиче-
ской, тригонометрических и обратных тригонометрических функций с 
помощью конечного числа арифметических действий и операций ком-
позиции, называются элементарными.

Теорема 2. Любая элементарная функция непрерывна в каждой точке 
своей области определения.

Точку a, в которой функция f(x) не является непрерывной, будем 
называть точкой разрыва функции f(x). Если в точке a существуют ко-
нечные и равные между собой пределы функции f(x) справа и слева, но 
они не совпадают с f(a) или же последнее значение не определено, то a 
называется точкой устранимого разрыва. Если в точке a существуют 
конечные, но не равные между собой пределы функции f(x) справа и 
слева, то a называется точкой разрыва первого рода. Наконец, если хотя 
бы один из односторонних пределов бесконечен или не существует, то a 
называется точкой разрыва второго рода.

Решение типовых задач

1. Вычислить предел 
2

2

3 2 5lim
2 3x

x x
x x→∞

+ −
− +

.

Числитель и знаменатель этой дроби суть многочлены второй степе-
ни, и с ростом x они стремятся к бесконечности. Итак, мы имеем здесь 
неопределенность вида ∞⁄∞. Чтобы раскрыть эту неопределенность, вы-
несем за скобки как в числителе, так и в знаменателе, старшую степень 
переменной x и затем сократим ее:
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2
2 2 2

2 2
2 2

5 52 2(3 ) 33 2 5lim lim lim .3 31 12 3 (2 ) 2x x x

xx x x xx x
x x x x xx x

→∞ →∞ →∞

+ − + −+ −
= =

− + − + − +

Пользуясь равенством (1) и арифметическими свойствами предела, 
заключаем, что все слагаемые, содержащие переменную x, стремятся к 
нулю. Таким образом, числитель последней дроби стремится к трем, а 
знаменатель — к двум. В силу теоремы 1 искомый предел равен отно-
шению этих чисел, то есть 3 ⁄ 2.

Ответ: 3 ⁄ 2.

2. Вычислить предел 
2

22

2 5 2lim .
3 2x

x x
x x→

− +
− +

Значение x=2 является корнем как многочлена в числителе, так и 
многочлена в знаменателе. Следовательно, при подстановке этого значе-
ния, и числитель и знаменатель обращаются в нуль, и мы имеем дело с 
неопределенностью вида 0 ⁄ 0. Для раскрытия неопределенности нужно 
найти оставшиеся корни (вычисляя дискриминант или с помощью тео-
ремы Виета), и разложить многочлены на линейные множители:

( )
( )

2

22 2 2

2 2 ( 0.5)2 5 2 2( 0.5)lim lim lim .
3 2 2 ( 1) 1x x x

x xx x x
x x x x x→ → →

− −− + −
= =

− + − − −
В силу теоремы 2 функция, стоящая под знаком предела после со-

кращения на x – 2, является непрерывной в точке x = 2. Следовательно, 
искомый предел равен значению этой функции в точке x = 2, то есть 3.

Ответ: 3.

3. Вычислить предел 
0

1 1lim .
x

x x
x→

+ − −

Снова имеем неопределенность вида 0 ⁄ 0. Для раскрытия неопреде-
ленности умножим числитель и знаменатель на сопряженное выражение, 
то есть сумму стоящих в числителе радикалов, а именно 1 1x x+ + − . 
Затем, используя формулу для разности квадратов, найдем:

( )
0 0 0

1 (1 )1 1 2lim lim lim .
( 1 1 ) ( 1 1 )x x x

x xx x x
x x x x x x x→ → →

+ − −+ − −
= =

+ + − + + −
После сокращения на x под знаком предела останется функция, 

непрерывная в точке x = 0, следовательно, искомый предел равен ее зна-
чению в этой точке, то есть 1.

Ответ: 1.
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4. Вычислить предел 2 2lim
x

x x x x
→+∞

− − + .

Для раскрытия неопределенности вида ∞–∞ в этом случае нужно, 
аналогично предыдущему примеру, умножить и разделить на сопряжен-
ное выражение:

( )2 2
2 2

2 2 2 2

( ) 2lim lim lim .
x x x

x x x x xx x x x
x x x x x x x x→+∞ →+∞ →+∞

− − + −
− − + = =

− + + − + +
В результате мы получили неопределенность вида ∞ ⁄ ∞, которую 

раскроем аналогично первому примеру, вынося старшую степень x из-
под радикала:

2 2

2 2 2lim lim lim .
1 1 1 1( 1 1 ) 1 1x x x

x x
x x x x x x x x x

→+∞ →+∞ →+∞

− − −
= =

− + + − + + − + +

В силу равенства (1) и теоремы 1 оба выражения под радикалами 
стремятся к единице. Пользуясь непрерывностью функции y  при y=1, 
заключаем, что каждый из радикалов также стремится к единице. Нако-
нец, вновь прибегая к арифметическим свойствам пределов, получаем, 
что искомый предел равен –1.

Ответ: –1.
5. Вычислить предел 20

1 coslim
sinx

x
x→

− .

Распространенным приемом при вычислении пределов, содержащих 
тригонометрические функции, является использование формулы двой-

ного угла 21 cos 2sin .
2
xx− =  Применяя ее, получим:

2

2 20 0

2sin1 cos 2lim lim .
sin sinx x

x
x

x x→ →

−
=

Существуют два способа дальнейшего раскрытия этой неопределен-
ности вида 0 ⁄ 0. Первый, более универсальный, состоит в том, чтобы 
свести вычисление данного предела к первому замечательному пределу 
(2), используя домножение числителя и знаменателя на подходящее вы-
ражение. Так, домножая на x2, имеем:

2
2 2 22

22 20 0 0

2sin 2sin sin12 2 2lim lim lim .
sin sin 2 sin

4 22

x x x

x x x
x x

xx x xx→ → →

 
  = ⋅ = ⋅   

    
    
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Используя равенство (2), получаем, что искомый предел равен 1 ⁄ 2. 
Второй способ, более короткий, но не всегда применимый, состоит в 
использовании формулы двойного угла sin 2sin cos

2 2
x xx = , что приво-

дит нас к равенству:
2 2

220 0 0 2

2sin 2sin 12 2lim lim lim .
sin 2cos2sin cos 22 2

x x x

x x

xx x x→ → →
= =

 
 
 

Так как функция, стоящая под знаком предела, непрерывна в точке 
x = 0, для нахождения предела достаточно просто вычислить значение 
этой функции при x = 0. Итак, искомый предел равен 1 ⁄ 2.

Ответ: 1 ⁄ 2.

6. Вычислить предел 
2

sin 2lim
cos3x

x
xπ

→
.

Здесь мы снова имеем дело с неопределенностью вида 0 ⁄ 0. Для того, 
чтобы раскрыть ее, пользуясь первым замечательным пределом, сделаем 

замену переменной 
2

sin 2lim
cos3x

x
xπ

→
. Тогда при x, стремящемся к 

2
π, переменная 

y будет стремиться к нулю. Выражая x через y и подставляя в исходное 
выражение, получим:

0 0 0
2

sin 2
sin 2 sin( 2 ) sin 22lim lim lim lim .

3cos3 sin3cos3 cos 3
2 2

y y yx

y
x y y
x yy y

π → → →→

π −  π − = = = −
π π   − −   

   
В последнем равенстве мы использовали формулы приведения. 

Теперь, как и в предыдущем примере, сведем вычисление получивше-
гося предела к первому замечательному пределу, домножая числитель и 
знаменатель на y. Имеем:

0 0

sin 2 2 sin 2 3lim lim .
sin3 3 2 sin3y y

y y y
y y y→ →

− = − ⋅

Наконец, пользуясь равенством (2), получим для искомого предела 
значение –2 ⁄ 3.

Ответ: –2 ⁄ 3.

7. Вычислить предел 
3 42 3lim

2 1

x

x

x
x

−

→∞

+ 
 − 

.



8

Имеем неопределенность вида 1∞, которую можно раскрыть, сводя 
данный предел ко второму замечательному пределу (3). Поскольку 

2 3 41 ,
2 1 2 1
x
x x
+

= +
− −

введем замену 1 (2 1)
4

y x= − . Тогда при x, стремящемся к бесконечности, y 

также стремится к бесконечности. Учитывая, что 12
2

x y= + , получим:
3(2 0.5) 4 6 2.53 42 3 1 1lim lim 1 lim 1

1
.

2

y yx

x y y

x
x y y

+ − −−

→∞ →∞ →∞

   +  = + = +    −     
Наконец, используя свойства степеней, придем к равенству:

66 2.5 2.5
1 1 1lim 1 lim 1 1 ,

y y

y yy y y

− −

→∞ →∞

      
 + = + ⋅ +            

откуда, используя соотношения (1) и (3), а также теорему 1, получим, 
что искомый предел равен e6∙1, то есть e6.

Ответ: e6.

8. Вычислить предел 
2 2 2

0
lim

x x x x

x

e e
x

− +

→

− .

Для вычисления этого предела сведем его ко второму замечательному 
пределу в форме (4). Это можно сделать двумя способами. Первый способ 
основан на свойствах показательной функции. Имеем

2 2 2 22 2 2

0 0

( 1)lim lim ,
x x x x x x x x

x x

e e e e
x x

− + + − −

→ →

− −
=

Откуда, домножая числитель и знаменатель на –2x–1 и пользуясь 
теоремой 1, получим

2 2 2
2

2 2 2
2

20 0 0

( 1) 1lim lim(2 1) lim .
2

x x x x x x
x x

x x x

e e ex e
x x x

+ − − − −
+

→ → →

− −
= − + ⋅

− −
Функция, стоящая под знаком первого предела, непрерывна в точке 

x=1, поэтому этот предел равен ее значению в точке, то есть 1. Второй 
предел есть в точности второй замечательный предел в форме соотно-
шения (4), так как при x, стремящемся к нулю, выражение –2x2 –x также 
стремится к нулю. Итак, искомый предел равен –1.

Второй способ вычисления состоит в том, чтобы добавить и вычесть 
единицу в числителе и разбить искомый предел в сумму двух пределов, 
каждый из которых легко вычисляется с помощью равенства (4). Имеем:
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2 2 2 22 2

0 0 0

1 1lim lim lim ,
x x x x x x x x

x x x

e e e e
x x x

− + + −

→ → →

− − −
= +

после чего с получившимися пределами поступим так же, как в предыду-
щем способе:

( )
2 2

2 2

2 2

20 0

20 0

1 1lim lim 2 2 1 2,
2

1 1lim lim(1 ) 1 1 1.

x x x x

x x

x x x x

x x

e ex
x x x

e ex
x x x

+ +

→ →

− −

→ →

− −
= − + ⋅ = − ⋅ = −

+

− −
= − ⋅ = ⋅ =

−
Таким образом, искомый предел равен –2+1=–1.
Ответ: –1.
9. Вычислить предел ( )( )lim ln 2 ln

x
x x x

→+∞
+ − .

Пользуясь свойствами логарифма, имеем:

( )( ) 2 2lim ln 2 ln lim ln lim ln 1 .
x x x

xx x x x x
x x→+∞ →+∞ →+∞

+   + − = = +   
   

Введем теперь замену переменной y = 2 ⁄x, при этом x = 2 ⁄ y. Оче-
видно, при x, стремящемся к бесконечности, y стремится к нулю. Сле-
довательно:

( )
0

2 2lim ln 1 lim ln 1 ,
x y

x y
x y→+∞ →

 + = + 
 

откуда, используя равенство (5), получаем, что исковый предел равен 2.
Ответ: 2.

10. Найти и классифицировать точки разрыва функции 
1arctg

1
xy

x
=

+
.

Рассматриваемая функция определена для всех вещественных 
значений x, исключая x = 0 и x = – 1. Поскольку эта функция элементар-
на, согласно теореме 2 она непрерывна во всех точках своей области 
определения. Следовательно, ее точками разрыва могут являться лишь 
упомянутые точки x = 0 и x = – 1.

В точке x = – 1 числитель и знаменатель рассматриваемой дроби 
суть непрерывные функции. Поэтому, пределы числителя и знаменателя 
при x→–1 равны значениям соответствующих функций в точке x = – 1, 
то есть π ⁄ 4  и 0, соответственно. Таким образом, функция y(x) не имеет 
конечных односторонних пределов в точке x = – 1. Итак, точка x = – 1 
является точкой разрыва второго рода.
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В точке x=0 предел знаменателя рассматриваемой дроби равен едини-
це. Рассмотрим поведение числителя в окрестности точки x=0. Вводя за-
мену переменной t=1⁄x и пользуясь свойствами арктангенса, получим:

0

0

1lim arctg lim arctgt ,
2

1lim arctg lim arctgt .
2

x t

x t

x

x

→+ →+∞

→− →−∞

π
= =

π
= = −

Таким образом, функция y(x) имеет конечные и притом не совпадаю-
щие друг с другом односторонние пределы в точке x=0. Следовательно, 
в точке x=0 имеет место разрыв первого рода.

Ответ: функция имеет разрыв первого рода при x=0 и разрыв вто-
рого рода при x = – 1.

11. Найти и классифицировать точки разрыва функции 
1

1sin xxy e
x

−= .
Как и в предыдущем примере мы видим, что достаточно исследовать 

точки x = 0 и x = 1, так как во всех остальных точках рассматриваемая 
элементарная функция определена и, следовательно, непрерывна.

Пользуясь первым замечательным пределом (2) для первого сомножите-
ля y(x) и непрерывностью второго сомножителя y(x) в точке x=0, имеем:

1
1 11

0

sinl .im 1x
x

x e e e
x

− −−

→
= ⋅ =

Итак, в точке x=0 функция y(x) имеет конечные и равные между 
собой односторонние пределы (или, что то же самое, имеет конечный 
предел при x, стремящемся к нулю). Таким образом, точка x = 0 является 
точкой устранимого разрыва функции y(x).

При x, стремящемся к единице, первый сомножитель y(x) имеет 
конечный и ненулевой предел, равный sin1. Вычислим односторонние 
пределы второго сомножителя, вводя замену переменной t=1⁄(x–1) и 
пользуясь свойствами показательной функции:

1
1

1 0
1

1
1 0

lim lim ,

lim lim 0.

tx
x t

tx
x t

e e

e e

−

→ + →+∞

−

→ − →−∞

= = +∞

= =

Таким образом, предел y(x) при x, стремящемся к единице справа, 
бесконечен. Следовательно, точка x=1 является точкой разрыва второго 
рода функции y(x).

Ответ: функция имеет устранимый разрыв при x=0 и разрыв вто-
рого рода при x=1.



11

Задания для самостоятельного решения

В заданиях 1–4 вычислить пределы функций, в задании 5 найти и 
классифицировать точки разрыва функции.

Вариант 1.	 1. 
2

2

3 2 4lim ;
2 7x

x x
x x→∞

+ −
− +

	 2. 
2

0

1 2 1lim ;
x

x x
x→

+ − −

3. 20

tg sinlim ;
sin 2x

x x
x x→

− 	 4. 
2 13lim ;

2

x

x

x
x

−

→∞

+ 
 − 

	 5. 2

2 1 .
2 3 2

xy
x x

+
=

− −

Вариант 2.	 1. 
2

21

3 4lim ;
3 2x

x x
x x→

+ −
− +

	 2. 2 2lim 2 3 ;
x

x x x x
→+∞

+ − −

3. cos 1lim ;
sinx

x
x→π

+ 	 4. 
2 5

0
lim ;

sin

x x

x

e e
x→

− 	 5. tg2 .y xc x= .

Вариант 3.	 1. 
2

2

2 5 3lim ;
4 17x

x x
x x→∞

+ +
− −

	 2. 
0

1 4 1 5lim ;
x

x x
x→

− − +

3. 20

sin 2 2sinlim ;
tgx

x x
x x→

− 	 4. ( )
1

ln 2 ln3
lim ;

sinx

x
x→

+ −
π

	5. ( )2 tg .y x x= π +

Вариант 4.	 1. 
2

22

2lim ;
6x

x x
x x→

− −
+ −

	 2. 2 2lim 4 3 ;
x

x x x x
→+∞

+ − +

3. cos2 1lim ;
cos 1x

x
x→π

−
+

	 4. 
3 25lim ;

1

x

x

x
x

+

→∞

+ 
 + 

	 5. .
2

x xe ey
x

−−
=

Вариант 5.	 1. 
2

2

5 2lim ;
3 3x

x x
x x→∞

+ +
− −

	 2. 
2

1

1 2 3lim ;
1x

x x x
x→

+ − − +
−

3. 
2 2

20

tg sinlim ;
( sin3 )x

x x
x x→

− 	 4. 
2

0
lim ;

tg

x x

x

e e
x→

− 	 5. 2
1

.xy e
−

=

Вариант 6.	 1. 
2

23

6lim ;
12x

x x
x x→

− −
+ −

	 2. 2 2lim 3 ;
x

x x x x
→+∞

− − −

3. 
2

sinlim ;
sin3x

x
x→−

π
π

	 4. 
( )2

0

ln 1 ln(1 )
lim ;
x

x x
x→

+ − −
	 5. 

1sin sin .y x
x

= .
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Вариант 7.	 1. 
2

2

6 5lim ;
5 1x

x x
x x→∞

+ −
− +

	 2. 
2

2

1 2 9lim ;
2x

x x
x→

+ − −
−

3.
0

tg sinlim ;
sin 2 (1 cos )x

x x
x x→

−
−

	4. 
4 75lim ;

3

x

x

x
x

+

→∞

+ 
 − 

	 5. 3 2

cos
2 .

x

y
x x

π

=
+

Вариант 8.	 1. 
2

21

2 3lim ;
2x

x x
x x→−

− −
− −

	 2. 2 2lim 2 1 2 ;
x

x x x
→+∞

+ − +

3. 2 2

sinlim ;
x

x
x→π π −

	 4. 
sin

0

1lim ;
x

x

e
x→

− 	 5. sin3 .
sin 2

xy
x

=

Вариант 9.	 1. 
2

2

7 5 3lim ;
4 6 11x

x x
x x→∞

+ −
− +

	 2. 
2

0

2 5 3 2lim ;
x

x x x
x→

+ − + +

3. 
0

sin 2lim ;
sin3x

x x
x x→

−
+

	 4. 
( )2 2

0

ln 3 ln(3 )
lim ;

1 cosx

x x
x→

+ − −

−
	 5. 1 .

1 xy
e

=
−

Вариант 10.	 1. 
2

24

2 8lim ;
3 4x

x x
x x→

− −
− −

	 2. 2 2lim 3 3 ;
x

x x x
→+∞

− − +

3. 
1

cos
2lim ;

1x

x

x→

π

−
	 4. 

3 14lim ;
5

x

x

x
x

+

→∞

+ 
 + 

	 5. 21 .
x
xy e −= .

Вариант 11.	 1. 
2

2

7 7 4lim ;
3 9 7x

x x
x x→∞

− −
+ +

	 2. 
0

1 1 6lim ;
x

x x
x→

+ − +

3. 
2

0

tglim ;
1 cos3x

x
x→ −

	 4. 
tg

0

1lim ;
x

x

e
x→

− 	 5. 1arctg .y
x

=

Вариант 12.	 1. 
2

22

2 8lim ;
2x

x x
x x→

+ −
− −

	 2. 2 2lim 2 7;
x

x x x
→+∞

+ − +

3. sin 7lim ;
sin3x

x
x→π

	 4. ( ) 2

3

ln 5 ln( 7)
lim ;

3x

x x
x→−

+ − −
+

	 5. 1 .1arctg
xy

x

+
=

Вариант 13.	 1. 
2

2

4 2 4lim ;
3 5x

x x
x x→∞

− −
− −

	 2. 
2

1

1 3 2lim ;
1x

x x x
x→

+ − + −
−

3. 
2

0

sinlim ;
1 cos2x

x
x→ −

	 4. 
4 79lim ;

1

x

x

x
x

−

→∞

+ 
 + 

	 5. .
arctg

xy
x

=
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Вариант 14.	 1. 
2

21

3 2 5lim ;
2 1x

x x
x x→

+ −
− −

	 2. 2 2lim 5 7 ;
x

x x x x
→+∞

+ − −

3. 
1 sin

2lim ;
x

x

x→π

−

π −
	 4. 

2 5

0
lim ;

x x

x

e e
x

−

→

− 	 5. 1
( 1)

1 .
1 x

y
e −

=
+

Вариант 15.	 1. 
2

2

8 3 4lim ;
5 4 8x

x x
x x→∞

+ −
− +

	 2. 
2

2

2 2 2lim ;
2x

x x
x→

+ − +
−

3. 
0

lim7 tg ;
7x

xxc
→

	 4. ( ) 2

2

ln 1 ln(7 )
lim ;
x

x x
x→

+ − −
	 5. 

1

1

1.
1

x

x

ey
e

+
=

−

Вариант 16.	 1. 
2

23

6lim ;
2 5 3x

x x
x x→

− −
− −

	 2. 2 2lim 3 ;
x

x x x x
→+∞

+ − +

3. 
2

lim tg ;
2x

x x
π

→

π − 
 

	 4. 
4 36lim ;

3

x

x

x
x

−

→∞

+ 
 − 

	 5. 1 1ln .
1

xy
x x

+
=

−

Вариант 17.	 1. 
2

2

3 10lim ;
3 5 6x

x x
x x→∞

+ +
+ −

	 2. 
2 2

0

1 1 2lim ;
x

x x x x
x→

+ + − − +

3. 
3

0

1 coslim ;
sin 2x

x
x x→

− 	 4. 
4 9

0
lim ;

sin5

x x

x

e e
x→

− 	 5. 2
1

.1 xy e
x

−
=

Вариант 18.	 1. 
2

23

2 15lim ;
6x

x x
x x→

+ −
− −

	 2. 2 2lim 3 5 ;
x

x x x
→+∞

− − +

3. sin 2 sin3lim ;
sin sin5x

x x
x x→π

+
−

	 4. ( )
1

ln 3 ln 4
lim ;

sin3x

x
x→

+ −
π

	 5. 1 .
ln( 2)

y
x

=
− 

Вариант 19.	 1. 
2

2

3 4lim ;
2 6 9x

x x
x x→∞

+ −
− +

	 2. 
2

1

1 3lim ;
1x

x x
x→

+ − −
−

3. 
0 2

1 cos3lim ;
sin

2
x

x
x→

− 	 4. 
3 42 7lim ;

2 5

x

x

x
x

−

→∞

− 
 + 

	 5. sin .xy
x

=
− π

Вариант 20.	 1. 
2

22

2 2 4lim ;
3 5 2x

x x
x x→−

+ −
+ −

	 2. 2 2lim 4 6 ;
x

x x x x
→+∞

+ − +

3. 
2

lim( 2)tg ;
4x

xx
→

π
− 	 4. 

cos

20
lim ;

x

x

e e
x→

− 	 5. 
1

ln .xy e=



14

Вариант 21.	 1. 
2

2

5 2 3lim ;
2x

x x
x x→∞

+ −
− +

	 2. 
2

0

1 3 1 4lim ;
x

x x x
x→

+ − + +

3. 
0

1 coslim ;
sin 2x

x
x→

− 	 4. ( )
1

ln 2 ln(2 1)
lim ;
x

x x
x→

+ − +
	 5. 

1

.
x

xy e
+

=

Вариант 22.	 1. 
2

21

4 5lim ;
6 5x

x x
x x→

+ −
− +

	 2. 2 2lim 3 2;
x

x x x
→+∞

+ − +

3. 21

1 coslim ;
tgx

x
x→

+ π
π

	 4. 
4 13 5lim ;

3 2

x

x

x
x

−

→∞

+ 
 − 

	 5. 2

1 cos2 .xy
x

−
=

Вариант 23.	 1. 
2

2

3 6lim ;
3 4 1x

x x
x x→∞

+ +
− −

	 2. 
0

1 2 1 9lim ;
x

x x
x→

− − +

3. 
2 2

40

sin tglim ;
x

x x
x→

− 	 4. 
2 2

3
lim ;

3

x x x

x

e e
x

−

→

−
−

	 5. ln .xy x
x

= +

Вариант 24.	 1. 
2

22

4 12lim ;
7 10x

x x
x x→

+ −
− +

	 2. 2 2lim 2 7 ;
x

x x x x
→+∞

+ − −

3. 
3

3lim ;3tg
2

x

x
xc

→

−
π

	 4. ( )
2

ln 1 ln(2 1)
lim ;
x

x x
x→

+ − −
	 5. sin3 .xy

x
=

Вариант 25.	 1. 
2

2

5 7 4lim ;
3 4 7x

x x
x x→∞

+ −
− +

	 2. 
2

22

1 1lim ;
4x

x x
x→

− − +
−

3. 20

sin3 sin5lim ;
4x

x x
x x→

−
+

	 4. 
63 5lim ;

3 2

x

x

x
x

−

→∞

+ 
 − 

	 5. 3 .
x

xy e −=

Вариант 26.	 1. 
2

21

2 3lim ;
9 8x

x x
x x→

+ −
− +

	 2. 2 2lim 9 3 ;
x

x x x x
→+∞

+ − −

3. 21

1 coslim ;
sinx

x
x→

+ π
π

	 4. 
2 5

4
lim ;

4

x x x

x

e e
x

+

→−

−
+

	 5. 
2sin( ) .

2
x xy

x
−

=

Вариант 27.	 1. 
2

2

2 9 5lim ;
7 8 3x

x x
x x→∞

+ −
− +

	 2. 20

2 2lim ;
2x

x x
x x→

+ − −
+

3. 
0

sin 2 2sinlim ;
1 cos4x

x x
x→

−
−

	 4. ( ) 2

22

ln 3 ln( 1)
lim ;

2x

x x
x x→

+ − +
−

	 5. sin .

2

xy
x

=
π

−
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Вариант 28.	
2

23

3 18lim ;
8 15x

x x
x x→

+ −
− +

	 2. 2 2lim 5 4 ;
x

x x x x
→+∞

− − +

3. 
2

cos cos3lim ;
cos5 cos7x

x x
x xπ

→

−
−

	 4. 
2 73 8lim ;

3 5

x

x

x
x

+

→∞

+ 
 − 

	 5. 1arctg .y x
x

=

Вариант 29.	
2

2

3 5 4lim ;
4 11x

x x
x x→∞

+ −
− +

	 2. 23

13 2 1lim ;
9x

x x
x→−

− − −
−

3. 
2

0

1 cos2 tglim ;
sin3x

x x
x x→

− + 	 4. 
4 2 2

21
lim ;

x x

x

e e
x x

+

→−

−
+

	 5. 1 .
2

xy
x
+

=
−

Вариант 30.	 1. 
2

22

6lim ;
3 10x

x x
x x→−

− −
− +

	 2. 2 2lim 6 2 ;
x

x x x x
→+∞

− − −

3. 23
2

1 sinlim ;
(3 2 )x

x
xπ

→

+
π −

	 4. 
( )2

3

ln 2 ln( 4)
lim ;

3x

x x
x→

− − +

−
	 5. 2

1 .
3 4

xy
x x

+
=

− −
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