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1. ОБЩИЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Линейная пространственная засечка позволяет найти координаты 
определяемого пункта по измерениям расстояний от него до опорных 
пунктов, координаты которых известны. В связи с внедрением в гео-
дезическую практику спутниковых систем позиционирования такой 
метод определения местоположения точек поверхности Земли стано-
вится основным.

Формально для нахождения координат определяемого пункта доста-
точно измерить расстояния до него от трех пунктов с известными про-
странственными координатами. Однако в измеренные от спутников рас-
стояния Pi входит ошибка синхронизации, вызванная неодинаковостью 
ухода часов спутников и приемника относительно эталонного времени 
[1,4]. Согласно этому результат измерений можно записать в виде

			     ,i i iP v= ρ + ∆ρ +÷ 	 (1.1)
где ρi — расстояние от спутника i до определяемого пункта, ∆ρч — ошибка 
синхронизации, vi — влияние остальных источников ошибок.  

Измеренную величину Pi называют псевдодальностью. Ошибка ∆ρч 
постоянна для приемника в каждом сеансе наблюдений. Заметим, что 
под ∆ρч можно понимать также суммарную систематическую ошибку, 
вызванную не только разностью хода часов, но и другими причинами, 
например влиянием атмосферы. Тогда ∆ρч получает смысл системати-
ческой, а vi — случайной ошибки наблюдений.

Для исключения систематической ошибки необходимо наблюдать 
одновременно по крайней мере четыре спутника. Тогда возможно со-
ставить четыре уравнения вида (1.1), из решения которых определяют 
четыре неизвестных: координаты определяемого пункта и постоянную 
∆ρч. Если измерены расстояния до большего числа опорных пунктов, воз-
можно выполнить уравнивание и провести оценку точности определения 
координат. Используется только необходимое число измерений, поэтому в 
дальнейшем ошибки vi не учитываются и вопросы уравнивания и оценки 
точности не затрагиваются.

Спутниковые определения могут быть абсолютными и относитель-
ными. При абсолютных определениях находят приращения координат 
пункта относительно координат спутников. При относительных опреде-
лениях находят разности координат пунктов некоторой сети относитель-
но исходного пункта (базовой станции). Здесь рассматриваются только 
геометрические аспекты спутниковых абсолютных и относительных 
определений. С принципиальными основами электронных методов из-
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мерения расстояний можно ознакомиться по учебным пособиям [1,4]. 
Принципы уравнительных вычислений при выполнении избыточных 
измерений изложены в [2,4].

2. СПУТНИКОВЫЕ АБСОЛЮТНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

2.1. Нахождение координат с использованием приближенных 
координат определяемой точки

Рассмотрим один из возможных методов определения геодезических 
координат по наблюдениям искусственных спутников Земли (ИСЗ).

Положим известными приближенные координаты Хо, Yo, Zo опреде-
ляемого пункта. Это позволит найти приближенные расстояния ρio от 
спутника i до определяемого пункта

2 2 2 2(( ) ( ) ) ( ) ,io o i o i o iX X Y Y Z Zρ = − + − + − (2.1)
где Xi, Yi, Zi — координаты ИСЗ.

Для получения искомых координат Х, Y, Z нужно найти поправки 
Δx=Х–Хо, Δy=Y–Yо, Δz=Z–Zо к приближенным координатам.

Дифференцируя (2.1), получим

.o i o i o i

oi o
o

oi
i

i

X X Y Y Z Zdd X dY dZ− − −
+

ρ ρ
= +

ρ
ρ

В этом уравнении коэффициентами при dX, dY, dZ являются направ-
ляющие косинусы1 lio, mio, nio отрезка ρio

,  ,  .o i o i o i
io io io

io io io

X X Y Y Z Zl m n− − −
= = =

ρ ρ ρ
(2.2)

Переходя от дифференциалов dX, dY, dZ к конечным приращениям 
Δx, Δy, Δz, напишем

.io io io iol x m y n z∆ρ = ∆ + ∆ + ∆ (2.3)
где Δρiо=ρi–ρiо — разность истинных ρi и приближенных ρoi расстояний.
Свяжем поправку Δρiо с результатами измерений. Используя (1.1), вы-
разим ρi через псевдодальность Pi

 – – .i i iP vρ = ∆ρ÷
1 Направляющие косинусы — косинусы углов, образованных вектором с положительными 

направлениями осей координат
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Если не учитывать случайную ошибку vi, для разности приближен-
ного и истинного расстояния найдем

– .io i io i ioP∆ρ = ρ −ρ = ∆ρ −ρ÷

Подставив это выражение Δρiо в уравнение (2.3), получим
– .i io io io ioP l x m y n z∆ρ −ρ = ∆ + ∆ + ∆÷

Это уравнение содержит четыре неизвестных — ошибку синхрониза-
ции Δρч (систематическую ошибку) и поправки Δx, Δy, Δz в приближенные 
координаты. Перенесем неизвестную Δρч в правую часть, тогда

–  .i io io io ioP l x m y n zρ = ∆ρ + ∆ + ∆ + ∆÷ (2.4)
Для определения четырех неизвестных нужно составить четыре 

уравнения (2.4), т.е. измерить расстояния от четырех спутников (i=1, 
2, 3, 4) до определяемой станции и написать такие уравнения для всех 
наблюдаемых расстояний

	

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

4 4 4 4 4

 1 –  ,
2 –  ,
3 –  ,
4 –  .

o o o o

o o o o

o o o o

o o o o

i P l x m y n z
i P l x m y n z
i P l x m y n z
i P l x m y n z

= ρ = ∆ρ + ∆ + ∆ + ∆
= ρ = ∆ρ + ∆ + ∆ + ∆
= ρ = ∆ρ + ∆ + ∆ + ∆
= ρ = ∆ρ + ∆ + ∆ + ∆

÷

÷

÷

÷

	 (2.5)

Вычтем из всех уравнений (2.5) уравнение для i=1

2 2 1 1 2 1 2 1 2 1

3 3 1 1 3 1 3 1 3 1

4 4 1 1 4 1 4 1 4 1

( – ) ( – ) ( ) ( )  ( ) ,
( – ) ( – ) ( ) ( )  ( ) ,
( – ) ( – ) ( ) ( )  ( ) .

o o o o o o o o

o o o o o o o o

o o o o o o o o

P P l l x m m y n n z
P P l l x m m y n n z
P P l l x m m y n n z

ρ − ρ = − ∆ + − ∆ + − ∆
ρ − ρ = − ∆ + − ∆ + − ∆
ρ − ρ = − ∆ + − ∆ + − ∆

(2.6)

Постоянная Δρч исключилась, и поправки Δx, Δy, Δz определяются 
из решения системы линейных уравнений (2.6), которую можно на-
писать в виде

1

2

3

,
x

K y
z

∆∆ρ ∆   
   ∆∆ρ = ∆   
   ∆∆ρ ∆   

(2.7)

где 1 2 2 1 1

2 3 3 1 1

3 4 4 1 1

 ( – )  ( – ),
 ( – )  ( – ),
 ( – )  ( – ),

o o

o o

o o

P P
P P
P P

∆∆ρ = ρ − ρ
∆∆ρ = ρ − ρ
∆∆ρ = ρ − ρ
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1 1 1

2 2 2

3 3 3

,
l m n

K l m n
l m n

∆ ∆ ∆ 
 = ∆ ∆ ∆ 
 ∆ ∆ ∆ 

(2.8)

Δli, Δmi, Δni — разности направляющих косинусов направлений ρiо и ρ1о, 
т.е.

1 2 1 1 2 1 1 2 1, ,  o o o o o ol l l m m m n n n∆ = − ∆ = − ∆ = −  и т.д.
Поправки Δx, Δy, Δz находим из решения уравнения (2.7)

1

2

3

x
y
z

∆ ∆∆ρ   
   ∆ = ∆∆ρ   
   ∆ ∆∆ρ   

-1K

или
1

1 1 1 1 11 21 31 1

2 2 2 2 12 22 32 2

3 3 3 3 13 23 33 3

1 ,
x l m n K K K
y l m n K K K

d
z l m n K K K

−∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ρ − ∆∆ρ        
        ∆ = ∆ ∆ ∆ ∆∆ρ = − − ∆∆ρ        
        ∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ρ − ∆∆ρ        

(2.9)

К -1 — обратная матрица, Kij — минор (определитель) порядка ij, полу-
чающийся из определителя исходной матрицы К вычеркиванием i-й 
строки и j-го столбца:

11 2 3 3 12 2 3 3 2 13 2 3 3 2

21 1 3 3 1 22 1 3 3 1 23 1 3 3 1

31 1 2 2 1 32 1 2 2 1 33 1 2 2 1

– 2,  –   ,
– ,  –  ,  –  ,
– ,  –  ,  – ,   

K m n m n K l n l n K l m l m
K m n m n K l n l n K l m l m
K m n m n K l n l n K l m l m

= ∆ ∆ ∆ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∆ = ∆ ∆ −∆ ∆
= ∆ ∆ ∆ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∆
= ∆ ∆ ∆ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∆ = ∆ ∆ ∆ ∆

d — определитель матрицы К,

1 2 3 1 2 3 1 2 3 3 2 1 3 2 1 3 2 1.– – –d l m n m n l n l m l m n m n l n l m=∆ ∆ ∆ +∆ ∆ ∆ +∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆

После нахождения Δх, Δу, Δz постоянную ∆ρч можно найти с по-
мощью уравнений (2.5), а координаты определяемой точки согласно 
равенствам

,     ,      .o o oX X x Y Y y Z Z z= + ∆ = + ∆ = + ∆ (2.10)
Для этого приближенные координаты Xo, Yo, Zo должны быть из-

вестны. Для их определения можно использовать измеренные псев-
додальности до трех ИСЗ. Методика решения этой задачи изложена в 
следующем разделе.
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2.2. Определение приближенных координат

Найдем приближенные координаты Xо, Yо, Zо из элементарной линей-
ной засечки, используя вместо расстояний ρiо измеренные псевдодаль-
ности Pi. Элементарной названа засечка, в которой измерены расстояния 
только до трех пунктов. Схема элементарной засечки дана на рис. 1. Здесь 
1, 2, 3 — опорные пункты, Р — определяемый. Известны расстояния 
Р1, Р2, Р3, найти координаты Xо, Yо, Zо точки Р.

Искомые координаты определяют по формулам
,

 ,
 ,

î i i io

î i i io

î i i io

X X Pl
Y Y Pm
Z Z Pn

= +
= +
= +

(2.11)

Xi, Yi, Zi — координаты любого опорного пункта, Рi — расстояние от 
него до определяемого, liо, miо, niо — направляющие косинусы линии 
Рi,i=1,2,3. Следовательно, для нахождения координат точки Р нужно 
найти направляющие косинусы любого из векторов Рi.

Найдем направляющие косинусы l1o, m1o, n1o вектора Р1. Воспользу-
емся для этого формулой, определяющей косинус угла между векторами 
Р1 и D1-2 или D1-3 через направляющие косинусы этих векторов.

Z

X

XO

p

c

b

a

P

2

1

3D1-2 D1-3

Хо

Yо

Zо

Р1
Р3

Р2

αР13αР12

Рис. 1. Линейная пространственная засечка
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Имеем для векторов и D1-2 и Р1

13 13 1 13 1 13 1cos .p o o oL l M m N nα = + +

12 12 1 12 1 12 1cos ,p o o oL l M m N nα = + +
для векторов D1-3 и Р1 (2.12)

L12, M12, N12, L13, M13, N13 — направляющие косинусы векторов D1-2 и D1-3 
соответственно. Их нужно вычислить по формуле, аналогичной формуле 
(2.2)

1 1 1

1 1 1
1 1 1,     ,   ,      2,3.i i i

i i i
i i i

X X YL M Y Z Z
D D D

N i= = = =
− − −

(2.13)

В двух уравнениях (2.12) содержатся три неизвестных l1о, m1о, n1о. 
Чтобы их определить, к уравнениям (2.12) добавляют тождество

2 2 2
1 1 1 1 o o ol m n+ + = (2.14)

и решают (2.12), (2.14) совместно.
Рассмотрим одну из возможных методик решения уравнений (2.12), 

(2.14).
В равенствах (2.12) выразим l1o, m1o через n1o

12 12 1 12 1 12 1

13 13 1 13 1 13 1

cos  ,

cos    
p o o o

p o o o

N n L l M m
N n L l M m

α − = +

α − = +

или в матричном виде

12 12 1 12 12 1

13 13 1 13 13 1

cos
.

cos
p o o

p o o

N n L M l
N n L M m

α −    
=    α −    

Решив это уравнение, выразим направляющие косинусы l1o, m1o 
через n1o 1

12 12 11 12 12

13 13 11 13 13

cos
.

cos
p oo

p oo

N nl L M
N nm L M

− α −    
=      α −     

В правой части разделим известные и неизвестные величины
1 1

121 12 12 12 12 12
1

131 13 13 13 13 13

cos
.

cos
po

o
po

l L M L M N
n

m L M L M N

− −α        
= −        α        

Первую матрицу правой части обозначим через А
1

1212 12 1

1313 13 3

cos
,

cos
p

p

L M A
L M A

− α    
=    α  

=
 

A (2.15)
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известную часть второй — через В
1

12 12 12 1

13 13 13 3

 
L M N B
L M N B

−
     

=     


=
    

B (2.16)

и напишем

1 1 1 1 1 1

1 3 3 1 3 3 1

1o o

o o o

l A B A B n
m A B n A B n

+      
= =      +      

или

1 1 1 1

1 3 3 1

,
 .

o o

o o

l A B n
m A B n
= +
= +

(2.17)

В результате сделанных преобразований из исходных уравнений 
(2.12), (2.14) получаем такую систему

1 1 1 1

1 3 3 1
2 2

1 1 1

;
;

.1

o o

o o

o o o

l A B n
m A B n

n l m

= +
= +

= − −







Обращение матрицы размером 2×2 выполняют по правилу: элемен-
ты главной диагонали меняют местами, у элементов второй диагонали 
меняют знаки

1
1 1 3 1

3 3 3 1

1 ,
L M M M
L M L Ld

− −   
=   −   

1 3 3 1–d L M L M=  — определитель матрицы.
Подставив в третье уравнение этой системы выражения для l1o и m1o 

из первых двух, получаем квадратное уравнение для n1o

2 2 2 2 2
1 3 1 1 1 3 3 1 1 3(1 ) 2( ) ( 1)  0o oB B n A B A B n A A+ + + + + + − =

и для n1o находим
2 2 2 2 2

1 1 3 3 1 1 3 3 1 3 1 3
2 21

1 3

( ( (1 ( 1)
.

1
) ) )

o

A B A B A B A B B
n

B A A
B B

− + − + − + + + −
+

=
+

Согласно рис. 1 в северном полушарии при Zo>0 угол между векто-
ром Р1 и осью Z больше 90о, поэтому n1o< 0.

После нахождения n1o по формуле (2.18) находим значения l1o и 
m1o по формулам (2.17). Контролем правильности вычислений служит 
формула (2.14).
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Наконец, по формулам (2.11) получаем искомые координаты 
определяемой точки.

Выражения для А1, В1 и А3, В3 громоздки, поэтому целесообразнее не 
искать решение в общем виде, а получать последовательно численные 
значения всех необходимых величин.

2.3. Пример выполнения задания 2

Вычисление приближенных координат

Согласно формулам (2.4)–(2.5) для нахождения координат при аб-
солютных спутниковых определениях необходимо измерить расстояния 
до четырех ИСЗ. В приложении даны псевдодальности от 11 спутников 
до трех пунктов — Пулково, МИИГАиК, ГАИШ. Для примера найдем 
координаты Пулково по ИСЗ №№ 1, 7, 8, 9 (табл. 1).

Исходные данные выбираем из Приложения.
Т а б л и ц а  1

Исходные данные

Исходный
пункт 1 2 3 4

Номер ИСЗ 
по каталогу 7 8  9 1

Хi,тыс. км 9,15686137 20,55763826 13,90042762 11,51391870

Yi, тыс. км 6,41170368 5,89480791 16,56588455 7,76623622

Zi, тыс. км 22,91924818 13,88829539 13,51294124 21,38609948

Рi, тыс.км 19,26886925 20,22184075 20,38089011 19,25125469

Прежде всего, по любым трем ИСЗ нужно найти приближенные ко-
ординаты Xo, Yo, Zo. Выберем для этого спутники № 7, 8, 9, а приращения 
координат Пулково определим относительно ИСЗ №7. Следовательно, 
нужно найти по формулам (2.18)–(2.17) направляющие косинусы линии 
Р7. Исходными для их вычисления будут направляющие косинусы L, 
M, N векторов 7–8 и 7–9, соединяющих ИСЗ №7 с ИСЗ №8 и ИСЗ№9, 
определяемые по формулам (2.13)

7 7 7
7 7 7

7 7 7

2
77

2 2
7 7) ( ) (( ,)

, ,i i i
i i i

i i i

i i ii

X X Y Y Z ZL M N
D D D

X X YD Y Z Z−

− − −

− − −
= = =

− + += − −
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D7-i — расстояния между спутниками, i=8,9.
Результаты вычисления даны в табл. 2.

Т а б л и ц а  2
Вычисления длин и направляющих косинусов исходных векторов

Линия 7-8 7-9 8-9 Контроль

(1) (2) (3) (2)–(1)=(3)

i 8 9

1 Хi–X7, тыс. км 11,40077689 4,74356625 –6,65721064 –6,6571064

2 Yi–Y7, тыс.км –0,516895771 10,15418087 10,67107664 10,67107664

3 Zi–Z7, тыс. км –9,03095279 –9,40630694 –0,37535415 –0,37535415

4 D7-i, тыс. км 14,55345331 14,63172649

5 L7i 0,783372623 0,324197302

6 M7i –0,035517053 0,693983781

7 N7i –0,6205367612 –0,64287061

8 2 2 2L M N+ + 1 1

Используя помещенные в строках 5–7 направляющие косинусы, 
составляем матрицу

78 78

79 79

0,783372623 0,035517053
,

0,324197302 0,693983781
L M
L M

−   
=   
  

78 79 79 78–  0,555162432,d L M L M= =
и обратную матрицу

1
78 78 79 78

79 79 79 78

1,250055383 0,0639759671
0,583968378 1,411069238

L M M M
L M L Ld

− −     
=     − −

=
   

Контроль: 
1

78 78 78 78

79 79 79 79

1,250055383 0,063975967 0,783372623 0,035517053 1 0
.

0,583968378 1,411069238 0,324197302 0,693983781 0 1

L M L M
L M L M

−
   

=   
   

−     
= = =     −     

1
78 78 78 78

79 79 79 79

1,250055383 0,063975967 0,783372623 0,035517053 1 0
.

0,583968378 1,411069238 0,324197302 0,693983781 0 1

L M L M
L M L M

−
   

=   
   

−     
= = =     −     
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После нахождения расстояний D7-8 и D7-9 (строка 4 табл. 2) из треуголь-
ников Р78 и Р79, используя теорему косинусов, находим cosαр78, cosαp79

2 2 2 2 2 2
7 8 7 8 7 9 7 9

78 79
7 8 7 7 9 7

0,310541594; 0,30147899cos cos 4
2 2p p

D P P D P P
D P D P

− −

− −

+ − + −
=α = = α =

и затем составляем матрицы A и В согласно формулам (2.15) – (2.16)
1

7878 78 1

7979 79 3

cos
cos

1,25005538 0,063975967 0,310541594 0,407481602
,

0,58396838 1,411069238 0,301478994 0,244061264

p

p

L M A
L M A

− α    
= =    α    

    
= =    −  

=

  

A

1
78 78 78 1

79 79 79 3

1,25005538 0,063975967 0,620536762 0,816833588
.

0,58396838 1,411069238 0,64287061 0,544761096

L M N B
L M N B

−
     

= =     
     

−    
= − =    − − 

−



=

  

B

По формулам (2.17) – (2.18) вычисляем направляющие косинусы 
линии Р7 и по формулам (2.11) — приближенные координаты Пулково.  
Результаты вычисления приведены в табл. 3.

Т а б л и ц а  3
Вычисление приближенных координат Пулково

P7 19,26886925

l7o –0,334529597 m7o –0,250799427 n7o –0,90839947

l7o
2+m7o

2+n7o
2 1

Δx=Р7l7o
–6446007,062

м Δy=P7m7o
–4832621,366

м Δz=P7n7o
–17503830,605 

м

X7
9156861,37

м Y7
6411703,68

м Z7
22919248,18 

м

Xo=X7+Δx 2710854,308
м Yo=Y7+Δy 1579082,314 

м Zo=Z7+Δz 5415417,575 
м

Значения Р7, X7, Y7, Z7 выбраны из табл. 1
Поскольку для вычисления приближенных координат использованы 

псевдодальности, полученные координаты могут иметь ошибки в десятки 
километров.

Литература к заданиям 2.1–2.3: [2, с. 362–364]; [3, с. 196–197].



13

Вычисление поправок к приближенным координатам опреде-
ляемой точки. Методика вычисления координат с использованием 
приближенных координат определяемой точки описана в разделе 2.1. 
Задача сводится к нахождению поправок Δx, Δy, Δz к приближенным 
координатам из решения уравнений (2.6). Составим эти уравнения для 
нашего примера. Для этого нужно по формуле (2.1) найти расстояния ρiо, 
между точкой с координатами Xo, Yo, Zo и выбранными ИСЗ и затем по 
формуле (2.2) получить направляющие косинусы линий, соединяющих 
эту точку и ИСЗ. Результаты этих вычислений приведены в табл. 4.

Так как приближенные координаты получены по псевдодальностям 
до ИСЗ 7, 8, 9, разности псевдодальностей Рi и расстояний ρiо для этих 
спутников равны нулю, а вся ошибка от отождествления псевдодаль-
ностей с истинными расстояниями вошла в значение разности Рi–ρ1o 
для ИСЗ 1.

Т а б л и ц а  4
Вычисление расстояний ρiо, и направляющих косинусов liо, miо, niо

Линия 1–Р 7–Р 8–Р 9–P

Хо–Хi, тыс. км –8,803064391 –6,446007061 –17,84678395 –11,18957331

Yо– iY, тыс.км –6,187153912 –4,832621371 –4,3157256 –14,98680224

Zо–Zi, тыс. км –15,9706819 –17,5038306 –8,472877814 –8,097523664

ρiо, тыc. км 19,25714145 19,26886925 20,22184075 20,38089011

Рi, тыс. км 19,25125469 19,26888925 20,22184075 20,38089011

Рi–ρiо, м –5886,76 0 0 0

liо –0,457132457 –0,334529597 –0,882549921 –0,549022798

miо –0,321291399 –0,250799427 –0,213419028 –0,735336001

niо –0,829338142 –0,90839947 –0,418996368 –0,397309618

l2+m2+n2 1 1 1 1

Δρч 100,577 км 100,577 км 100,577 км 100,577 км

Поправки Δх, Δy, Δz вычисляем по формуле (2.9). Разности ΔΔρ для 
всех линий одинаковы и равны 5886,76 м. Для составления матрицы 
К согласно (2.8) вычитаем из направляющих косинусов всех линий их 
значения для линии 1-Р

0,1226028610,070491972 0,079061328
0,4254174640,1078723710,410341775

0,091890341 0,4140446030,432028524

− 
 −
 
− − 

=K



14

и затем получаем обратную матрицу

11 21 31

12 22 32

13 23 33

9,782307167 0,103034317 1,6923024
1 6,600617911 2,065000829 0,753428237 .

8,406504561 2,000956553 1,952540868

K K K
K K K

d
K K K

−   
   − − = −   
   −   

=-1K

Проверка: 
1 0 0
0 1 0 .
0 0 1

  
 
 
 
 


=



-1K K

Формула (2.9) получает вид

9,782307167 0,103034317 1,6923024 5886,756669

6,600617911 2,065000829 0,753428237 5886,756669

8,406504561 2,000956553 1,952540868 5886,756669

68155

46577 ì .

72760

x

y

z

∆    
    
∆ = − =    
    ∆    

 
 

=  
 
 

После определения поправок Δx, Δy, Δz найдем систематическую 
ошибку Δρч по формулам (2.5). Результат вычисления по ним приведен 
в последней строке табл. 5. Значение Δρч одинаково для всех направле-
ний.

Координаты Пулково находим по формулам (2.10):

 2710854,308 68155   2779009 ,

 1579082  46577  1625659 ,

5415418   72760 5488178 .

o
p p

o
p p

o
p p

Õ Õ õ

Y Yó

Z Z dz

= + ∆ = + =

= + ∆ = + =

= − = + =

ì ì ì

ì ì ì

ì ì ì

(2.19)

Формулы (2.3)–(2.4) и (2.9) являются приближенными и получены в 
результате замены дифференциалов dX, dY, dZ конечными разностями Δx, 
Δy, Δz. Полученные на их основе поправки в приближенные координаты 
превышают 70 км. Это означает, что приближенные координаты имеют 
большие ошибки и применение формул (2.9) некорректно. Повторим 
поэтому все вычисления раздела 2.3.2, используя в качестве прибли-
женных координат Пулково координаты (2.19). Результаты вычислений 
приведены в табл. 5–6.
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Т а б л и ц а  5
Вычисление расстояний ρiо и направляющих косинусов liо, miо, niо

Линия 1–Р 7–Р 8–Р 9–P

Хо–Хi, тыс. км –8,7349097 –6,37785237 –17,77862926 –11,12141862

Yо–iY, тыс. км –6,14057722 –4,78604468 –4,26914891 –14,94022555

Zo–Zi, тыс, км –15,89792148 –17,43107018 –8.40011739 –8,02476324

ρiо, тыc, км 19,15069825 19,16834453 20,12131365 20,28036283

Рi, тыс, км 19,25125469 19,26888925 20,22184075 20,38089011

Рi–ρiо, км 0,100556 0,100525 0,100527 0,100527

Рi–ρiо–(Р1–ρo1), 
м 0 –31,723260 –29,338079 –29,162467

lio –0,456114424 –0,332728388 –0,883571996 –0,548383612

mio –0,320645083 –0,249684822 –0,212170487 –0,736684332

nio –0,830148398 –0,909367533 –0,417473607 –0,395691305

l2+m2+n2 1 1 1 1

Δρч 100,000 100,000 100,000 100,000

0,123386036 0,070960261 0,079219135
0,42745757 0,108474596 0,412674791 ;
0,09226919 0,416039249 0,434457093

9,68473889 0,094232335 1,676412517
6,534263647 2,049064483 0,754869858
8,314085226 1,982

− 
 − 
 − − 

−

=

=-1

K

K ;
211899 1,934887823

1 0 0
0 1 0 ;
0 0 1

9,68473889 0,094232335 1,676412517 31,773
6,534263647 2,049064483 0,754869858 29,311
8,314085226 1,982211899 1,934887823 28,923

x
y
z

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

∆ −   
   ∆ = − −   
   ∆ −   

=-1K

358,965
245,843 .
378,230


  = 
 
 

− 
 = − 
 − 

ì

ì

ì
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Т а б л и ц а  6
Координаты определяемой точки во втором приближении (м)

Координаты Первое 
приближение поправки Второе 

приближение
Точные 

координаты ошибки

X 2779009 –358,965 2778650,035 2778651,129 –1,094

Y 1625659 –245,843 1625413,157 1625411,719 1,438

Z 5488178 –378,230 5487799,770 5487798,172 1,598

Полученные во втором приближении координаты имеют ошибки в 
1–2 м.

Литература к заданию 2.4: [2, с.367–368].

3. ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ СПУТНИКОВЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

При относительных спутниковых определениях находят прираще-
ния координат текущего пункта сети относительно исходного (базовой 
станции) по измерениям расстояний от ИСЗ до обоих пунктов. Принцип 
относительных определений пояснен на рис. 2.

Согласно рис. 2 вектор 2 12 2 11 .D r r= − = ρ − ρ 
равен как разности геоцентри-
ческих радиусов векторов стан-
ций, так и разности векторов 
«спутник-приемник»

2 12 2 11 .D r r= − = ρ − ρ

Найдем разность квадратов 
векторов 1 2,ρ ρ , рассматривая 
квадрат вектора как скалярное 
произведение

2 2 2 2
2 1 2 1

2 1 2 1 2 1( )( ) 2( ) ,
ρ − ρ = ρ −ρ =
= ρ −ρ ρ + ρ = ρ −ρ ρñð

2 1( ) / 2ρ = ρ + ρñð  — среднее 
арифметическое из расстояний 
«спутник-приемник».

Теперь разность 2 2 2 2
2 1 2 1

2 1 2 1 2 1( )( ) 2( ) ,
ρ − ρ = ρ −ρ =
= ρ −ρ ρ + ρ = ρ −ρ ρñð

 вы-
разим через геоцентрические 
радиусы-векторы. Для этого на-
пишем согласно рис. 2:

Рис. 1. К относительным спутниковым 
определениям:

1, 2 — базовая и определяемая станции; 
ИСЗ — спутник навигационной; О — начало прямоу-
гольной геоцентрической системы координат X, Y, Z; 

1 2 1 2 ir r r Dρ ρ, 1 2 1 2 ir r r Dρ ρ — радиусы-векторы «спутник-приемник»; 
1 2 1 2 ir r r Dρ ρ , 1 2 1 2 ir r r Dρ ρ , 1 2 1 2 ir r r Dρ ρ  — геоцентрические радиусы-векторы станций 1, 

2 и ИСЗ; 1 2 1 2 ir r r Dρ ρ  — вектор расстояния от базовой станции до 
определяемой

ИСЗ

1
2

O

1 2 1 2 ir r r Dρ ρ

1 2 1 2 ir r r Dρ ρ

1 2 1 2 ir r r Dρ ρ

1 2 1 2 ir r r Dρ ρ
1 2 1 2 ir r r Dρ ρ1 2 1 2 ir r r Dρ ρ
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1 1 2 2, .i ir r r rρ = − ρ = −

Для разности квадратов векторов 1 1 2 2, .i ir r r rρ = − ρ = − и 1 1 2 2, .i ir r r rρ = − ρ = − получаем
2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) 2( ) 2( )( ) 2 ( ), ( ) / 2i i i i ir r r r r r r r r r r r r D r r r r rρ − ρ = − − − = − − − = − − = − = −ñð ñð ñð

2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) 2( ) 2( )( ) 2 ( ), ( ) / 2i i i i ir r r r r r r r r r r r r D r r r r rρ − ρ = − − − = − − − = − − = − = −ñð ñð ñð

 — среднее из радиусов-векторов станций 1 и 2. 
Приравняем выражения для 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1( ) ( ) 2( ) 2( )( ) 2 ( ), ( ) / 2i i i i ir r r r r r r r r r r r r D r r r r rρ − ρ = − − − = − − − = − − = − = −ñð ñð ñð

2 1( ) ( ) .iD r rρ −ρ ρ = −ñð ñð

В правой части этого выражения стоит скалярное произведение 
векторов. Для его вычисления запишем в развернутом виде векторы 

, , iD r rñð

2 1 2 1 2 1( )  ( )  ( ) ,
  ,

 ,
 ( )  ( – )  ( ) .

i i i i

i i i i

D X X Y Y Z Z
r X Y Z

r X Y Z
r r X X Y Y Z Z

= − + − + −
= + +

= + +
− = − + + −

cp cp cp cp

cp cp cp cp

i j k
i j k

i j k
i j k

i, j, k — единичные векторы, Хср, Ycp, Zcp — среднее из координат 
станций 1 и 2, Xi, Yi, Zi — координаты спутника.

Получаем скалярное произведение

2 1 2 1

2 1 2 1

( ) ( )( ) ( )( )

( )( )  ( – ) , 
i i i

i

D r r X X X X Y Y Y Y

Z Z Z Z

− = − − + − − +

+ − − = ρ ρ ρ
ñð ñð ñð

ñð ñð

(3.1)

2 2 2 2 ( ) ( ) ) ( ) , i i iX X Y Y Z Zρ = − + − + −ñð ñð ñð ñð (3.2)
ρср — расстояние между ИСЗ и точкой с координатами Хср, Ycp, Zcp.

Для вычисления Хср, Ycp, Zcp, ρср нужно знать приближенные коорди-
наты определяемой станции.

Разделим обе части (3.1) на ρср:

2 1 2 1 2 1 2 1 ,( – ) ( ) ( )  ( )i i iX X Y Y Z
X X Y Y Z Z

Zρ ρ = − + −
− − −

ρ ρ
+ −

ρ
cp cp cp

cp cp cp

(3.3)

cp cp cp

cp cp cp

, , ,i i
i i i

iX X Y Y Z Z
l m n

− − −
=

ρ ρ
=

ρ
= (3.4) 

l1, mi, n1 — направляющие косинусы линии ρср.
Уравнения (3.3) можно составить для каждого спутника. Но в левые 
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части этих уравнений входят расстояния до спутников. Из-за ошибок хода 
часов спутников и приемников по результатам измерений получают не 
расстояния, а так называемые псевдодальности Р. Используя связь (1.1) 
псевдодальности Р и расстояния ρ и не учитывая случайные ошибки v, 
для разности ΔР псевдодальностей от одного спутника до двух прием-
ников, получаем

2 1 2 1 2 1–  ( ) ( ) . P P P∆ = − = ρ ρ + ∆ρ − ∆ρ÷ ÷ (3.5)
Разности ΔР псевдодальностей, полученных в один и тот же момент 

времени от одного и того же спутника до двух станций (до двух прием-
ников) называют одинарными или первыми разностями.

В правую часть (3.5) входят постоянные ошибки (Δρч)1 и (Δρч)2 обоих 
приемников. Их разность Δρч также будет постоянной величиной. Для ис-
ключения постоянной ошибки Δρч образуют так называемые двойные или 
вторые разности, вычитая изо всех уравнений вида (3.5) какое-либо одно. 
Если отнять уравнение для спутника i=1, получим систему уравнений

2 1 2 1 2 1( ) ( ) ( ),P l X X m Y Y n Z Z∆∆ = ∆ − + ∆ − + ∆ − (3.6)

2 1 21 11  ( ),i iP P P P P∆∆ = − − −ãäå (3.7) 
Pi2, Pi1 — измеренные псевдодальности от спутника i до станций 1 и 2,

1 1 1   –  –i i il l l n n n m m m∆ = − ∆ = ∆ = (3.8)
— разности направляющих косинусов.

Для нахождения неизвестных приращений координат X2–X1, Y2–Y1, 
Z2–Z1 нужно составить три уравнения вида (3.6), т.е. необходимы изме-
рения псевдодальностей по крайней мере до четырех спутников. В этом 
случае получаем

2 2 2 2 2 1

3 3 3 3 2 1

4 4 4 4 2 1

,
P l m n X X
P l m n Y Y
P l m n Z Z

∆∆ ∆ ∆ ∆ −    
    ∆∆ = ∆ ∆ ∆ −    
    ∆∆ ∆ ∆ ∆ −    

(3.9)

Для разностей прямоугольных координат находим
1

2 1 2 2 2 2

2 1 3 3 3 3

2 1 4 4 4 4

X X l m n P
Y Y l m n P
Z Z l m n P

−− ∆ ∆ ∆ ∆∆     
     − = ∆ ∆ ∆ ∆∆     
     − ∆ ∆ ∆ ∆∆     

(3.10)
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Пример выполнения задания 3

Определим координаты пункта Лигово относительно базовой стан-
ции Пулково. Исходными данными являются координаты Пулково, полу-
ченные в разделе 2.3, приближенные координаты Лигово и измеренные 
псевдодальности от спутников №№ 1, 7, 8, 9 до обеих станций. Эти 
данные помещены в табл. 7–10.

Т а б л и ц а  7
Исходные данные для выполнения задания 3

Пункт Х 
тыс. км

Y 
тыс. км

Z 
тыс. км

Псевдодальности Р 
тыс. кмПулково 2,778650035 1,625413157 5,487799770

Лигово 2,77662 1,61772 5,49102

Среднее 2,777635018 1,62156658 5,48940885 Пулково Лигово

ИСЗ 1 11,51391870 7,76623622 21,38609948 19,25125469 19,10378694

ИСЗ 7 9,15686137 6,41170368 22,91924818 19,26886925 19,12035074 

ИСЗ 8 20,55763826 5,89480791 13,88829539 20,22184075 20,07573381

ИСЗ 9 13,90042762 16,56588455 13,51294124 20,38089011 20,23820857

Т а б л и ц а  8
Вычисление первых и вторых разностей по формулам (3.5)– (3.7)

ИСЗ 1 7 8 9

Псевдодальности, тыс. км

Пулково 19,25125469 19,26886925 20,22184075 20,38089011

Лигово 19,10378694 19,12035074 20,07573381 20,23820857

Первые раз-
ности ΔР –0,14746775 –0,14851851 –0,14610694 –0,14268154

Двойные раз-
ности ΔΔР 0 –0,00105076 0,00136081 0,00478621
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Т а б л и ц а  9
Вычисление ρср по формуле (3.2), направляющих косинусов 

по формулам (3.4) и их разностей

i 1 7 8 9

Xcp–Xi, тыс. км –8,73628368 –6,37922635 –17,7800032 –11,1227926

Ycp–Yi, тыс. км –6,14467004 –4,7901371 –4,27324133 –14,94431797

Zcp–Zi, тыс. км –15,8966896 –17,4298383 –8,39888551 –8,023531355

ρcp, тыс. км 19,15161514 19,1687038 20,12288211 20,28364391

li –0,45616433 –0,33279383 –0,88357141 –0,548362644

mi –0,32084344 –0,24989364 –0,21235732 –0,736766926

ni –0,83004433 –0,90928622 –0,41737985 –0,395566565

li
2+mi

2+ni
2 1 1 1 1

li– l1 0 0,1233705 –0,42740708 –0,092198314

mi–m1 0 0,070949801 0,108486117 
–/// –0,41592349

ni–n1 0 –0,09219831 0,412664482 0,434477766

Составление матрицы (3.9)

2 1

2 1

2 1

1,05076 0,1233705 0,070949801 0,09219831
1,36081 0,42740708 0,108486117 0,412664482
4,78621 0,092198314 0,41592349 0,434477766

X X
Y Y
Z Z

− − −    
    = − −    
    − − −    

В левой части двойные разности выражены в километрах. Обраще-
ние матрицы (3.9) и вычисление приращений координат:

1
2 1

2 1

2 1

0,1233705 0,070949801 0,09219831 1,05076
0,42740708 0,108486117 0,412664482 1,36081
0,092198314 0,41592349 0,434477766 4,78621

9,685938242 0,094412635 1,676889

X X
Y Y
Z Z

−− − −     
     − = − =     
     − − −     

=
794 1,05076 2,023174

6,537168608 2,049707801 0,754524223 1,36081 7,69104 .
8,313403877 1,9822103 1,93515556 4,78621 3,22409

− −    
    − = −    
    
    
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Т а б л и ц а  1 0
Вычисление координат пункта Лигово по формулам (2.10)

Координаты Пулково Разности координат Лигово

X, м 2778650,035 –2023,174 2776626,861

Y, м 1625413,157 –7691,040 1617722,117

Z, м 5487799,770 3224,090 5491023,860
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ПРИЛОЖЕНИЯ

1. Порядок выполнения задания
В задании 2 нужно найти координаты МИИГАиК.
В задании 3 МИИГАиК является базовой станцией, ГАИШ — опреде-

ляемой.

2. Координаты пунктов в системе ПЗ-90

Координаты Пулково МИИГАиК ГАИШ (приближенно)

X, м 2778651,129 2847337,771 2 851 530 

Y, м 1625411,719 2197790,778 2 193 540

Z, м 5487798,172 5249692,777 5 249 200

3. Координаты ИСЗ и измеренные расстояния. 
Система ПЗ–90

ИСЗ 
i Х, м Y, м Z, м

Псевдодальности Рi, м

Пулково МИИГАиК ГАИШ

1 11513918,70 7766236,22 21386099,48 19251254,69 19054220,30 19263967,53

2 10767186,55 1396502,49 23073089,84 19416095,49 19430304,13 19638816,16

3 5328273,63 9460022,48 23073089,84 19519683,48 19315470,35 19526890,26

4 18489861,27 12471569,80 12362645,32 20391494,35 19930628,77 20139902,95

5 12246883,87 5710815,74 21625226,45 19250835,59 19115504,81 19324644,61

6 10923348,72 9165777,88 21140458,10 19288510,22 19048742,54 19258931,19

7 9156861,37 6411703,68 22919248,18 19268869,25 19139735,79 19349690,07

8 20557638,26 5894807,91 1388829539 20,221840,75 19958478,64 20165940,45

9 13900427,62 16565884,55 13512941,24 20380890,11 19832060,34 20043153,14

10 11136368,76 7653814,20 21625226,45 19247052,45 19057714,60 19257522,90

11 6733179,215 12146976,85 21386099,48 19570427,07 19261266,40 19472982,30
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4. Варианты заданий

№ 
варианта

№№
Опорных 
пунктов

ρi
№ 

варианта

№№
Опорных 
пунктов

ρi
№ 

варианта

№№
Опорных 
пунктов

ρi

1 1-2-3-4 ρ1 26 1-5-6-7 ρ6 51 2-7-8-10 ρ7

2 1-2-3-6 ρ2 27 1-5-6-7 ρ2 52 2-7-8-10 ρ8

3 1-2-3-8 ρ3 28 1-5-7-9 ρ9 53 2-8-10-11 ρ10

4 1-2-3-8 ρ8 29 1-5-7-9 ρ7 54 2-8-10-11 ρ11

5 1-2-3-9 ρ9 30 1-5-9-11 ρ1 55 2-9-10-11 ρ2

6 1-2-3-9 ρ1 31 1-5-9-11 ρ11 56 2-9-10-11 ρ9

7 1-2-4-7 ρ4 32 1-6-7-8 ρ8 57 3-5-9-10 ρ3

8 1-2-4-7 ρ7 33 1-6-7-8 ρ6 58 3-5-9-10 ρ10

9 1-2-4-11 ρ2 34 1-7-8-9 ρ7 59 3-8-9-10 ρ9

10 1-2-4-11 ρ11 35 1-7-8-9 ρ9 60 3-8-9-10 ρ8

11 1-2-6-8 ρ6 36 1-7-8-11 ρ8 61 4-5-10-11 ρ11

12 1-2-6-8 ρ8 37 1-7-8-11 ρ11 62 4-5-10-11 ρ4

13 1-2-7-8 ρ1 38 2-3-4-10 ρ2 63 4-7-8-10 ρ4

14 1-2-7-8 ρ7 39 2-3-4-10 ρ10 64 4-7-8-10 ρ8

15 1-2-8-11 ρ8 40 2-3-6-10 ρ3 65 5-6-7-10 ρ7

16 1-2-8-11 ρ2 41 2-3-6-10 ρ6 66 5-6-7-10 ρ6

17 1-2-9-11 ρ9 42 2-3-8-10 ρ8 67 5-7-9-10 ρ9

18 1-2-9-11 ρ11 43 2-3-8-10 ρ10 68 5-7-9-10 ρ5

19 1-3-5-9 ρ3 44 2-3-9-10 ρ9 69 5-9-10-11 ρ10

20 1-3-5-9 ρ5 45 2-3-9-10 ρ3 70 5-9-10-11 ρ9

21 1-3-8-9 ρ1 46 2-4-7-10 ρ4 71 6-7-8-10 ρ7

22 1-3-8-9 ρ8 47 2-4-7-10 ρ7 72 6-7-8-10 ρ6

23 1-4-5-11 ρ5 48 2-4-10-11 ρ10 73 7-8-9-10 ρ10

24 1-4-5-11 ρ4 49 2-4-10-11 ρ11 74 7-8-9-10 ρ8

25 1-4-7-8 ρ7 50 2-6-8-10 ρ6 75 7-8-10-11 ρ11

Пояснения к таблице Варианты заданий: При выполнении задания 
2.2 определять направляющие косинусы линии, указанной в графе ρi. 
При выполнении заданий 2.1 и 3 для составления вторых разностей вы-
читать псевдодальности Рi.
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