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Линейная функция

Линейной функцией называется функция вида , где  — независимая 
переменная,  — зависимая переменная, ,  — некоторые постоянные числа. Гра-
фиком линейной функции является прямая. Число  называется угловым коэф- 
фициентом прямой.
В случае ,  прямая  проходит через начало координат, причём, если 

, то прямая образует острый угол с положительным направлением оси , если 
же , то прямая образует тупой угол с положительным направлением оси .
Если , , прямая  параллельна оси абсцисс  и пересекает ось орди-
нат  в точке с координатами  .
Для построения графика линейной функции достаточно задать две точки на плоскости.
Функции , , , ,  являются  
линейными.
Функции ,  не являются линейными.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 1.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏ Запишите. 

Линейная функция, угловой коэффициент прямой, положительное направление 
оси , , ось абсцисс, ось ординат, точка с координатой.

COGS Постройте графики линейных функций:

1)	 ;
2)	 .

CIRCLE-QUESTION �Какая из данных линейных функций возрастает, а какая убывает  
при ?

COGS Постройте графики линейных функций:

1)	 ; 
2)	 .

CIRCLE-QUESTION �Как графики этих функций расположены относительно друг друга?  
Каково их расположение относительно оси абсцисс, оси ординат?

BOOK-READER Прочитайте по образцу: 
   — это линейная функция, графиком функции  является прямая, 

 — угловой коэффициент прямой.

; ; ; ; ; .

Т1

1

2

3.1

3.2

4
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Квадратичная функция

Квадратичной функцией называется функция вида  , где  — независи-
мая переменная,  — зависимая переменная, , ,  — некоторые постоянные числа.
Графиком квадратичной функции является парабола с вершиной в точке с коорди-
натами ,  и осью симметрии . Ветви параболы направ-
лены вверх при , вниз — при .
Знак дискриминанта  квадратного трехчлена  определяет 
положение параболы относительно оси .
Если дискриминант , то квадратный трёхчлен имеет два различных корня 

. В этом случае квадратный трёхчлен раскладывается на множители: 
, значит, график параболы пересекает ось  в двух 

точках с абсциссами и .
Если , то график параболы пересекает ось  в одной точке с абсциссой  

.
Если , то график параболы не пересекает ось .
Рассмотрим шесть случаев, которые связывают соотношения между старшим коэф-
фициентом  квадратного трёхчлена и дискриминантом :

, 1 , 2 , 3

, 4 , 5 , 6

X

Y

O X

Y

O X

Y

O

X

Y

O X

Y

O X

Y

O

T2
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🔈  Слушайте и повторяйте текст 2.  book-reader  Прочитайте текст. 
pencil  Запишите текст и изобразите графики.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏ Запишите. 

Квадратичная функция, парабола, ветви параболы, дискриминант, 
квадратный трёхчлен.

COGS Постройте графики квадратичных функций:

1)	 ,
2)	 , 
3)	 , 

4)	 , 
5)	 , 
6)	 .

CIRCLE-QUESTION Ответьте на вопросы и выполните задания.

	• Как расположены ветви парабол?
	• Какие из парабол пересекают ось , сколько точек пересечения?
	• Назовите координаты точек пересечения парабол с осью .
	• Назовите координаты вершин парабол.

5

6

7
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Классификация функций

К основным элементарным функциям относятся: рациональные, дробно-рациональ-
ные, степенные, показательные, логарифмические, тригонометрические, обратные 
тригонометрические, гиперболические, обратные гиперболические функции, а также 
функции, которые могут быть получены из перечисленных с помощью конечного 
числа арифметических действий и композиций.
Все элементарные функции делятся на алгебраические и трансцендентные. Если 
над аргументом  проводятся арифметические действия и операция возведения 
в степень, то результатом этих действий является алгебраическая функция. 
Например: .
Если к аргументу применяют действия, связанные с основными элементарными 
функциями: , , , arc , …, — то результатом является трансцендент-
ная функция. 
Например:  .
Функции, не относящиеся к элементарным, называют неэлементарными.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 1.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

COGS Рассмотрите несколько частных случаев степенной функции ,   
(рис. 1–6). Для каждого случая укажите, при каких значениях  функция возрастает 
и (или) убывает. Есть ли точки, в которых функция не определена? Укажите точки 
пересечения графиков функций с осями координат, если таковые имеются.

–3 –2 –1 0

–1

1

2

Y

2 3 X1O

Рис. 1

1 2 3 4 X0

1

2

Y

O
5 6

Рис. 2

Т1

1

2
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Показательная функция

Функция , где , , называется показательной. 
Показательная функция обладает следующими свойствами:
1)	 область определения ;
2)	 множество значений ;
3)	 функция ограничена снизу: ;
4)	 при  функция возрастает на всей области определения;
5)	 при   функция убывает на всей области определения.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 2.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

T2

3

420

2
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Y
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−2−4 O X6

Рис. 5
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Рис. 6
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COGS Рассмотрите несколько частных случаев показательной функции (рис. 7, 8). 
Для каждого случая укажите, при каких значениях  функция возрастает 
и (или) убывает. Есть ли точки, в которых функция не определена? Укажите точки 
пересечения графиков функций с осями координат, если таковые имеются.

Тригонометрические функции. 
Гиперболические функции

К тригонометрическим функциям относят    ,    ,  tg  ,  ctg   (рис. 9–12).
К гиперболическим функциям относят:
	• гиперболический синус  sh  , 
	• гиперболический косинус  ch  , 
	• гиперболический тангенс  th  , 
	• гиперболический котангенс  cth   (рис. 13–16). 

Напомним определения этих функций:
sh  ,  ch  ,  th  ,  cth  .

🔈  Слушайте и повторяйте текст 3.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

COGS Рассмотрите тригонометрические и гиперболические функции (рис. 9–16). 
Для каждого случая укажите, при каких значениях функция  возрастает 
и (или) убывает. Есть ли точки, в которых функция не определена? Укажите точки 
пересечения графиков функций с осями координат, если таковые имеются.

0
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4

6

Y

–2–4 2 4 XO

Рис. 7
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Рис. 8
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Рис. 9  sin  

4
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5
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Логарифмическая функция.  
Обратные тригонометрические функции

Поскольку монотонна на всей числовой прямой, она имеет обратную функцию  
 , где , , которую называют логарифмической функцией (рис. 17, 18).

Логарифмическая функция обладает следующими свойствами:
1)	 область определения ;
2)	 множество значений ;
3)	 при  функция возрастает на всей области определения,  

при   функция убывает на всей области определения.
Обратные тригонометрические функции определяются аналогично. 
Функция  arcsin   определяется как обратная к  sin   на отрезке   (рис. 19).
Функция  arccos   определяется как обратная к  cos   на отрезке   (рис. 20).
Функция  arctg   определяется как обратная к  tg   на интервале   (рис. 21).
Функция  arcctg   определяется как обратная к   ctg   на интервале  (рис. 22).

🔈  Слушайте и повторяйте текст 4.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

0

1

Y

–1

–1–2–3–4 1 2 3 4 XO

 th  Рис. 15

10

1

2

3

Y

–1

–2

–1–2–3 2 3 4 XO

 cth   Рис. 16

T4

7
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COGS Рассмотрите логарифмическую функцию (рис. 17, 18) и обратные 
тригонометрические функции (рис. 19–22). Для каждого случая укажите, 
при каких значениях  функция возрастает и (или) убывает. Есть ли точки, 
в которых функция не определена? Укажите точки пересечения графиков 
функций с осями координат, если таковые имеются.

8
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Рис. 17
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Рис. 18
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BOOK-READER Прочитайте по образцу: 
 — логарифм  по основанию ; 

 — натуральный логарифм ; 
lg  — десятичный логарифм числа .

;  ;  ;  ;  ;  ;  ;  ;  lg .

BOOK-READER Прочитайте по образцу: 
  — это логарифмическая функция,  — это основание логарифма,  

 — это аргумент логарифма.

 ;   ;   ;   ;   ;   lg  .

10
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2

3

4

Y

–1

–2

–1–2–3–4–5 2 3 4 5 XO

 arctg  

Рис. 21
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Рис. 22
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BOOK-READER  Прочитайте по образцу: 
 arcsin    —  равен арксинус , это обратная тригонометрическая функция; 
 tg   —  равен тангенс , это тригонометрическая функция.

 arcsin  ;   arccos  ;   arctg  ;   arcctg  ;   sin  ;

 cos  ;   tg  ;   ctg  ;  ;  .

11
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Соотношения между тригонометрическими 
функциями одного и того же аргумента

Основное тригонометрическое тождество: 
sin2    cos2  .
tg  ;  ctg  ;   tg2 ;   ctg2 .

🔈  Слушайте и повторяйте текст 1.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

Формулы сложения, двойного аргумента 
и половинного аргумента

Формулы сложения: 
  ; 
  ;

tg .

Формулы двойного аргумента:
; 

 cos2     sin2  ; 
tg .

Формулы половинного аргумента:
sin2  ; 
cos2 ; 
tg .

🔈  Слушайте и повторяйте текст 2.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Синус суммы, синус разности, косинус суммы, косинус разности, тангенс суммы, 
тангенс разности, синус двойного угла, косинус двойного угла, тангенс двойного 
угла, квадрат синуса половинного угла, квадрат косинуса половинного угла, 
тангенс половинного угла.

tg tg
tg tg

tg
tg2

Т1

1

T2

2

3
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Формулы преобразования суммы функций 
в произведение и произведения функций в сумму

Формулы преобразования суммы тригонометрических функций в произведение:

;  ;

;  ;

tg  tg ;  tg  tg .

Формулы преобразования произведения тригонометрических функций в сумму:

;

;

.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 3.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Сумма синусов (косинусов), разность синусов (косинусов), сумма (разность) тангенсов, 
произведение синусов, произведение косинусов, произведение синуса и косинуса.

Формулы, выражающие основные 
тригонометрические функции через 
тангенс половинного угла

;  ;  tg .

🔈  Слушайте и повторяйте текст 4.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

Основные значения тригонометрических 
функций. Формулы приведения

Мнемоническое правило нахождения основных значений тригонометрических функ-
ций для углов  .

tg
tg2

tg2

tg2

tg
tg2

Т3

4

5
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6

Т5
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Значение 

Функция

tg 

ctg 

Формулы, позволяющие приводить аргумент тригонометрической функции к более 
удобному виду за счет вычитания или прибавления к нему кратного , называются 
формулами приведения.
Например:  ,  ,  tg  ctg .
Для запоминания и  быстрого использования формул приведения существует 
следующее правило:
1.	 Если в аргументе функции стоит целое кратное , то в результате приведения 

функция остается прежней. Если в аргументе функции стоит полуцелое кратное 
 (т. е. ,  и т. д.), то в результате приведения функция заменяется кофункцией 

(т. е. функция синус заменяется на косинус, тангенс — на котангенс, и наоборот).
2.	 Знак перед получаемой функцией определяется по знаку исходной функции, 

который она имела бы при условии, что  — угол первой четверти. Знаки 
тригонометрических функций приведены по четвертям в прямоугольной систе- 
ме координат ниже.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 5.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

COGS Решите задачи.

1.	 Найдите значение выражения . 

2.	 Упростите выражение . 

3.	 Найдите значение выражения , если tg  .

O

Y

XO

Y

XO

Y

X

tg , ctg 

7
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Линейные 
уравнения 

и их системы. 
Квадратное 
уравнение
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Т1

1

Т2

Уравнение, его решение. Корни уравнения.  
Линейные уравнения

Равенство вида  называется уравнением с одной неизвестной. Значения 
переменной , при которых уравнение обращается в верное числовое равенство (тож-
дество), называют корнями уравнения, или решениями уравнения.
Уравнение может иметь только один корень, несколько корней, бесконечное множе-
ство корней или не иметь корней.
Решить уравнение — значит найти все его корни или доказать, что уравнение 
не имеет корней.
Линейным уравнением с одним неизвестным называется уравнение, которое содер-
жит одну переменную в первой степени. 
Например, уравнение  — линейное уравнение. Оно содержит переменную 

 в первой степени. Корнем этого уравнения является число . При подстановке 
 в уравнение получим верное равенство.

Общий вид линейного уравнения: , где  — неизвестная переменная, ,   — 
заданные числа, . Число  называется коэффициентом при неизвестной пере-
менной, число  — свободным членом.
Единственным решением общего линейного уравнения при  является . 
Если  и , уравнение решений не имеет, если  и , уравнение имеет 
бесконечное множество решений.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 1.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

Системы линейных уравнений. Решение системы 
линейных уравнений. Метод подстановки, 
метод сложения, графический метод

Системой линейных уравнений называется совокупность  линейных уравнений, 
каждое из которых содержит  переменных.
Система из трёх линейных уравнений с тремя неизвестными имеет вид
(1)	  

где числа  — это коэффициенты системы, числа , ,  — 
свободные члены, , ,  — неизвестные, которые надо найти.
Решением этой системы называется такой набор значений неизвестных , , , кото-
рый при подстановке в каждое уравнение системы обращает его в верное равенство 
или тождество.
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Система линейных уравнений может иметь только одно решение, бесконечное мно-
жество решений или не иметь решения.
Система из двух линейных уравнений с двумя неизвестными имеет вид
(2)	  

Рассмотрим три метода решения: подстановки, сложения и графический.

Алгоритм метода подстановки состоит в следующем:
1)	 одна переменная из одного уравнения системы (2) выражается 

через другую переменную;
2)	 выраженная переменная подставляется в другое уравнение системы;
3)	 полученное уравнение, содержащее только одну переменную, решается 

относительно этой переменной;
4)	 полученное значение переменной подставляется в выражение 

для первой переменной.

Суть метода сложения заключается в избавлении от одной из переменных в системе 
уравнений (2) путём умножения уравнений на числа и их сложения.

Алгоритм графического метода решения состоит в следующем:
1)	 переменная выражается из каждого уравнения системы (2);
2)	 строятся графики полученных функций в прямоугольной системе координат;
3)	 отмечаются точки пересечения графиков.
При графическом способе решения системы корень из-за погрешности изображения 
может быть найден приближённо.

Пример. Решите систему линейных уравнений тремя способами (методом подстановки, 
методом сложения и графически): 

Решение.
1.	 Решим систему уравнений методом подстановки.

Из первого уравнения выразим переменную :  . Подставим найденную 
переменную  во второе уравнение:

. Тогда .
	 Ответ: система имеет единственное решение ,  или .

2.	 Решим систему уравнений методом сложения.
Первое уравнение умножим на  , второе — на   и сложим их, получим , 
откуда найдём . Подставим найденное значение  в любое из уравнений 
системы, найдём .

3.	 Решим систему уравнений графически.
Выразим переменную  из первого уравнения: . 
Выразим переменную  из второго уравнения: .
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Графики полученных линейных функций изобразим в прямоугольной системе  
координат.
Пересечением этих прямых будет точка A с координатами , которая 
является корнем системы уравнений.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 2.  BOOK-READER Прочитайте текст.   
✏  Запишите текст и изобразите графическое решение системы линейных 
уравнений в примере.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Система линейных уравнений, коэффициенты системы, свободные члены 
системы, неизвестные системы, решение системы, метод подстановки, метод 
сложения, графический метод решения системы.

COGS Определите, при каких значениях параметров  и  система 
1)	 имеет единственное решение; 
2)	 не имеет решений; 
3)	 имеет бесконечное множество решений. 
Ответы объясните.

Квадратное уравнение. Теорема Виета

Квадратным уравнением называется уравнение вида , где  — неиз-
вестная переменная, , ,  — некоторые постоянные числа. Если , получим 
линейное уравнение.
При изучении квадратичной функции использовалось выражение , 
которое называется дискриминантом квадратного уравнения.

Y

XO

2

3

4

T3
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Если дискриминант , то квадратное уравнение имеет два различных действи-

тельных корня , : .

Если , то квадратное уравнение имеет два совпадающих действительных корня 
.

Если , то квадратное уравнение не имеет действительных корней.
Корни квадратного уравнения связаны с его коэффициентами , ,  по теореме Виета: 
если квадратное уравнение   имеет действительные корни ,  , 
то их сумма  равна , а произведение  ·  равно .
Верна также и обратная теорема к теореме Виета: если сумма каких-нибудь двух 
чисел  равна , а их произведение  ·  равно , то эти числа являются 
корнями квадратного уравнения .

🔈  Слушайте и повторяйте текст 3.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

COGS Найдите сумму квадратов корней уравнения , предварительно 
убедившись, что дискриминант . При решении воспользуйтесь 
теоремой Виета.

COGS Укажите квадратное уравнение с рациональными коэффициентами, 
если один из корней равен . При решении воспользуйтесь обратной 
теоремой Виета.

COGS Найдите произведение корней уравнения . При решении 
воспользуйтесь теоремой Виета.

5

6
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Точки и прямые

Точка и прямая — первичные неопределяемые понятия геометрии, свойства которых 
характеризуются аксиомами геометрии. Для любой прямой существуют точки, при-
надлежащие этой прямой, и точки, не принадлежащие ей. Через любую точку можно 
провести бесконечно много прямых. Через любые две несовпадающие точки можно 
провести прямую, притом только одну. Из трёх точек, лежащих на одной прямой, 
одна и только одна точка лежит между двумя другими.

Две прямые, не имеющие общих точек, называются параллельными.
Две несовпадающие прямые либо пересекаются в единственной точке, либо явля-
ются параллельными. Через любую точку, не лежащую на данной прямой, можно 
провести прямую, параллельную данной, притом только одну. Если прямая пересе-
кает одну из параллельных прямых, то она пересекает и другую; такая прямая назы-
вается секущей.

Луч — часть прямой, состоящая из некоторой точки этой прямой и всех точек пря-
мой, лежащих по одну сторону от нее. Указанная точка называется началом луча. 
Отрезок — часть прямой, состоящая из двух несовпадающих точек этой прямой и всех 
точек прямой, лежащих между ними. Указанные точки называются концами отрезка. 
Расстояние между концами отрезка называется длиной отрезка.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 1.  BOOK-READER Прочитайте текст.  ✏  Запишите текст.   
SPELL-CHECK  Выучите текст.  RULER-COMBINED  Сделайте чертежи к тексту.

прямая точка

·

параллельные прямые

	

	

Прямая  — секущая

	 	·	 ·	 ·

Точка  лежит между точками  и 

·

луч

· ·

отрезок

T1

1
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🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Аксиома геометрии, точка принадлежит прямой, точка лежит на прямой, точка 
лежит между точками, точки лежат по одну сторону от точки, провести прямую 
через точку, прямая проходит через точку, прямые имеют общую точку, прямые 
пересекаются в точке, прямые параллельны, секущая, начало луча, концы отрезка, 
длина отрезка.

RULER-COMBINED  Изобразите на чертеже.

1.	 Через точку, не лежащую на прямой, проведена прямая, параллельная 
данной, и из этой точки также проведён луч, пересекающий первую прямую.

2.	 Через концы отрезка и его середину проведены три параллельные друг 
другу прямые.

RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

На прямой отмечены точки ,  и  так, что длина отрезка  равна  , а длина 
отрезка  равна  . Найдите длину отрезка , если точки  и   лежат по одну 
сторону от точки  . Решите аналогичную задачу для случая, когда точки  и   
лежат по разные стороны от точки  .

Углы

Угол — геометрическая фигура, образованная двумя лучами, выходящими из одной 
точки. Указанные лучи называются сторонами угла, а их общее начало называется 
вершиной угла. Величина угла измеряется в градусах. Угол, стороны которого состав-
ляют прямую, называется развёрнутым. Величина развёрнутого угла равна 180 гра-
дусам. Угол, составляющий половину развёрнутого угла, называется прямым. 
Величина прямого угла равна 90 градусам. Угол, величина которого заключена между 
0 и 90 градусами, называется острым, а угол, величина которого заключена между 90 
и 180 градусами, называется тупым.

Биссектрисой угла называется луч, выходящий из вершины угла и проходящий 
через его внутреннюю область, который образует с его сторонами два равных угла. 
Любая точка биссектрисы угла равноудалена от сторон этого угла.

1 2 3 4

острый угол прямой угол тупой угол развёрнутый угол

2

3

4

T2



29 

Две прямые, образующие при пересечении прямой угол, называются перпендику-
лярными. Две прямые, перпендикулярные третьей, параллельны. 
Перпендикуляр к прямой — отрезок прямой, перпендикулярной данной прямой, 
одним из концов которого является точка их пересечения. Указанная точка называ-
ется основанием перпендикуляра. Из каждой точки, не лежащей на данной прямой, 
можно опустить перпендикуляр на эту прямую, притом только один.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 2.  BOOK-READER Прочитайте текст.  ✏  Запишите текст.   
SPELL-CHECK  Выучите текст.  RULER-COMBINED  Сделайте чертежи к тексту.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Геометрическая фигура, стороны угла, вершина угла, величина угла, развёрнутый 
угол, прямой угол, острый угол, тупой угол, биссектриса угла, равноудалённая 
точка, перпендикулярные прямые, перпендикуляр, основание перпендикуляра, 
опустить перпендикуляр.

RULER-COMBINED  Изобразите на чертеже.

1.	 Из точки, лежащей на биссектрисе острого угла, опущены перпендикуляры 
на стороны этого угла.

2.	 Из точки, не лежащей на прямой, опущен перпендикуляр на эту прямую 
и проведены биссектрисы углов, которые перпендикуляр образует 
с этой прямой.

RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

Прямой угол разбит лучом, исходящим из его вершины, на два угла, величины 
которых относятся как 2 : 7. Найдите угол, образованный указанным лучом 
и биссектрисой прямого угла.

Углы, образованные пересечением прямых

Смежные углы — два угла, у которых одна сторона общая, а две другие дополняют 
друг друга до прямой. Вместе смежные углы составляют развёрнутый угол, поэтому 
сумма их величин равна 180 градусам. 

биссектриса  
угла

перпендикулярные  
прямые

перпендикуляр к прямой, 
опущенный из точки 

точка  — основание перпендикуляра
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Вертикальные углы — два угла, которые образуются при пересечении двух прямых 
и не имеют общих сторон, т. е. стороны одного из них являются продолжением сторон 
другого. Вертикальные углы равны. Например, на приведённом рисунке углы 1 и 2 — 
смежные, а углы 1 и 4 — вертикальные.
При пересечении двух прямых третьей пря-
мой (секущей) образуются восемь углов, которые 
имеют свои названия:
	• внутренние накрест лежащие 

(4 и 5, 3 и 6);
	• внешние накрест лежащие (1 и 8, 2 и 7);
	• внутренние односторонние (3 и 5, 4 и 6);
	• внешние односторонние (1 и 7, 2 и 8);
	• соответственные (1 и 5, 2 и 6, 3 и 7, 4 и 8).

Если пересекаемые секущей прямые параллельны, то имеют место следующие свой-
ства этих углов: 
	• накрест лежащие углы равны, 
	• сумма односторонних углов равна 180 градусам, 
	• соответственные углы равны. 

И наоборот, если выполнено любое из указанных свойств, то пересекаемые прямые  
параллельны.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 3.  BOOK-READER Прочитайте текст.  ✏  Запишите текст.   
SPELL-CHECK  Выучите текст.  RULER-COMBINED  Сделайте чертежи к тексту.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Углы при пересекающихся прямых, смежные углы, вертикальные углы, углы 
при параллельных прямых и секущей, внутренние накрест лежащие углы, 
внешние накрест лежащие углы, внутренние односторонние углы, внешние 
односторонние углы, соответственные углы.

RULER-COMBINED  Изобразите на чертеже.

1.	 Перпендикуляр, опущенный из точки пересечения биссектрис внутренних 
односторонних углов при параллельных прямых и секущей на эту секущую.

2.	 Угол, образованный биссектрисами двух смежных углов, и вертикальный 
к этому углу.

RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

Найдите угол, образованный биссектрисами внутренних односторонних углов 
при пересечении двух параллельных прямых секущей.

9
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Треугольник и его элементы

Треугольник — геометрическая фигура, 
образованная тремя отрезками, кото-
рые соединяют три точки, не лежащие 
на одной прямой.
Указанные точки называются верши-
нами треугольника, а отрезки — сто- 
ронами треугольника. Стороны тре- 
угольника образуют в вершинах тре- 
угольника три угла. Две стороны, обра-
зующие угол треугольника, называются 
прилежащими к этому углу, а третья сто-
рона — противолежащей ему.
Сумма длин сторон треугольника назы-
вается периметром треугольника. Имеет место неравенство треугольника: сумма 
длин двух сторон треугольника больше длины третьей стороны. Во всяком треу-
гольнике против большей стороны лежит больший угол, и наоборот. Против равных 
сторон лежат равные углы. Сумма углов треугольника равна 180 градусам. Площадь 
треугольника равна половине произведения двух его сторон на синус угла между ними.
Элементы треугольника связаны между собой различными соотношениями, наибо-
лее важными из которых являются:
1)	 теорема косинусов:  ·  ·  (квадрат стороны 

треугольника равен сумме квадратов двух других сторон минус удвоенное 
произведение этих сторон на косинус угла между ними),

2)	 теорема синусов:    (стороны треугольника пропорциональны 
синусам противолежащих углов).

🔈  Слушайте и повторяйте текст 1.  BOOK-READER Прочитайте текст.  ✏  Запишите текст.   
SPELL-CHECK  Выучите текст.  RULER-COMBINED  Сделайте чертежи к тексту.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Треугольник, стороны треугольника, вершины треугольника, углы треугольника, 
противолежащая сторона, противолежащий угол, прилежащая сторона, 
прилежащий угол, периметр треугольника, неравенство треугольника, сумма 
углов треугольника, площадь треугольника, теорема косинусов, теорема синусов.

RULER-COMBINED  Изобразите на чертеже.

1.	 Треугольник, вершинами которого являются середины сторон 
заданного треугольника.

2.	 Сторона треугольника разделена двумя точками на три равные части, и эти 
точки соединены отрезками с противолежащей вершиной треугольника.

треугольник
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RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

В треугольнике  сторона  равна , угол  равен , угол  равен . 
Найдите длину стороны .

Виды треугольников

Если все углы треугольника острые, то треугольник называется остроугольным. 
Если один из углов треугольника прямой, то треугольник называется прямоугольным. 
При этом две стороны, образующие прямой угол, называются катетами, а сторона, 
противолежащая прямому углу, называется гипотенузой. Для прямоугольного тре- 
угольника имеет место теорема Пифагора: квадрат гипотенузы равен сумме квадра-
тов катетов. Сумма острых углов прямоугольного треугольника равна 90 градусам.
Если один из углов треугольника тупой, то треугольник называется тупоугольным.
Треугольник называется разносторонним, если все три его стороны имеют различ-
ную длину. Треугольник называется равнобедренным, если две его стороны равны. 
Равные стороны называются боковыми сторонами, а третья сторона — основанием 
треугольника. В равнобедренном треугольнике углы при основании равны. Острые 
углы равнобедренного прямоугольного треугольника равны 45 градусам. Треуголь-
ник называется равносторонним, или правильным, если все его стороны равны. 
В равностороннем треугольнике все углы равны 60 градусам. Равносторонний треу-
гольник является частным случаем равнобедренного треугольника.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 2.  BOOK-READER Прочитайте текст.  ✏  Запишите текст.   
SPELL-CHECK  Выучите текст.  RULER-COMBINED  Сделайте чертежи к тексту.

остроугольный треугольник прямоугольный треугольник тупоугольный треугольник

равносторонний треугольник равнобедренный треугольник
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🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Остроугольный треугольник, прямоугольный треугольник, тупоугольный 
треугольник, гипотенуза, катет, квадрат гипотенузы равен сумме квадратов 
катетов, разносторонний треугольник, равнобедренный треугольник, 
равносторонний треугольник, правильный треугольник, основание треугольника, 
боковая сторона.

RULER-COMBINED  Изобразите на чертеже.

1.	 Гипотенуза одного прямоугольного треугольника является катетом другого 
прямоугольного треугольника.

2.	 Отрезок, соединяющий середины боковых сторон равнобедренного 
треугольника, является одним из катетов прямоугольного треугольника, одна 
из вершин которого лежит на основании равнобедренного треугольника.

RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

Дан треугольник, стороны которого равны ,  и  . Определите, будет 
ли он остроугольным, прямоугольным или тупоугольным. 
Решите аналогичную задачу для треугольника, стороны которого равны ,  и .

Медиана, биссектриса и высота

Медианой треугольника, проведённой из данной вершины, называется отрезок, соеди-
няющий эту вершину с серединой противолежащей стороны (основанием медианы). 
Медианы треугольника пересекаются в одной точке и делятся точкой пересечения 
в отношении 2 : 1, считая от вершины. Медиана делит треугольник на два равнове-
ликих (т. е. имеющих равные площади) треугольника. Медиана, проведённая к гипо-
тенузе прямоугольного треугольника, равна половине гипотенузы.

Биссектрисой треугольника, проведённой из данной вершины, называется отрезок, 
соединяющий эту вершину с точкой на противолежащей стороне и делящий угол 
при данной вершине пополам. Биссектрисы треугольника пересекаются в одной 

медиана 
медиана , проведенная 

к гипотенузе прямоугольного 
треугольника

точка  — 
точка пересечения медиан
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точке. Биссектриса делит противолежащую сторону треугольника на части, пропор-
циональные прилегающим к ней сторонам.
Высотой треугольника, проведённой из данной вершины, называется перпендику-
ляр, опущенный из этой вершины на противолежащую сторону или ее продолжение. 
Высоты треугольника пересекаются в одной точке. Площадь треугольника равна 
половине произведения его стороны на высоту, проведенную к этой стороне. В рав-
нобедренном треугольнике высота, проведённая к основанию треугольника, явля-
ется также биссектрисой и медианой.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 3.  BOOK-READER Прочитайте текст.  ✏  Запишите текст.   
SPELL-CHECK  Выучите текст.  RULER-COMBINED  Сделайте чертежи к тексту.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Медиана треугольника, основание медианы, точка пересечения медиан, 
равновеликие треугольники, медиана к гипотенузе, биссектриса треугольника, 
точка пересечения биссектрис, биссектриса делит противолежащую сторону 
пропорционально прилежащим сторонам, высота треугольника, точка 
пересечения высот, перпендикуляр опущен на продолжение стороны.

RULER-COMBINED  Изобразите на чертеже.

1.	 Отрезок, соединяющий основания биссектрис, проведённых к боковым 
сторонам равнобедренного треугольника.

2.	 Треугольник, вершинами которого являются основания перпендикуляров, 
опущенных из точки пересечения медиан данного треугольника 
на его стороны.

RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

В равнобедренном треугольнике  с основанием  проведена 
биссектриса  . Найдите периметр треугольника , если  равно , 
а  равно .

 — биссектриса  — высота
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Окружность и круг

Окружность — геометрическое место точек, равноудалённых от заданной точки, 
которая называется центром окружности. Отрезок, соединяющий центр с какой-либо 
точкой окружности, называется радиусом окружности. Отрезок, соединяющий две 
точки окружности, называется хордой. Хорда, проходящая через центр окружности, 
называется диаметром окружности. Любые две точки окружности делят ее на две 
части, которые называются дугами окружности.
Если расстояние от центра окружности до прямой меньше радиуса окружности, 
то прямая пересекает окружность в двух точках и называется секущей. Если рассто-
яние от центра окружности до прямой равно радиусу окружности, то прямая имеет 
с окружностью одну общую точку и называется касательной к окружности, а их общая 
точка — точкой касания. Касательная к окружности перпендикулярна радиусу, про-
веденному в точку касания.
Круг — часть плоскости, ограниченная окружностью и содержащая ее центр. Любая 
хорда разбивает круг на две части, называемые сегментами круга. Два различных 
радиуса также разбивают круг на две части, называемые секторами круга. Диаметр 
разбивает круг на два полукруга.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 1.  BOOK-READER Прочитайте текст.  ✏  Запишите текст.   
SPELL-CHECK  Выучите текст.  RULER-COMBINED  Сделайте чертежи к тексту.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Окружность, геометрическое место точек, равноудалённые от центра, центр 
окружности, радиус окружности, хорда окружности, диаметр окружности, дуга 
окружности, секущая, касательная, касательная к окружности, точка касания, круг, 
сегмент круга, сектор круга, полукруг.

RULER-COMBINED  Изобразите на чертеже.

1.	 Через точку пересечения двух взаимно перпендикулярных хорд проведён 
диаметр окружности.

2.	 Из точки, лежащей вне окружности, проведены касательная к этой 
окружности и секущая, проходящая через ее центр.
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RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

Окружность с центром на стороне  треугольника  проходит через вершину   
и касается прямой  в точке . Найдите , если диаметр окружности равен  
и  равно .

Углы, вписанные в окружность

Угол, вершина которого лежит на окружности, а стороны пересекают эту окруж-
ность, называется вписанным в окружность. Говорят, что вписанный угол опирается 
на дугу, отсекаемую им на окружности, или же опирается на хорду, соединяющую 
концы этой дуги. Угол с вершиной в центре окружности называется центральным 
углом. Центральный угол является мерой дуги, на которую он опирается.
Вписанный угол равен половине центрального угла, опирающегося на ту же дугу. 
В частности, вписанный угол, опирающийся на диаметр окружности, является пря-
мым. Все вписанные углы, опирающиеся на одну и ту же дугу, равны между собой.
Угол между двумя секущими, проведёнными из точки, лежащей вне окружности, 
равен полуразности мер дуг, лежащих между секущими. Угол между пересекающи-
мися хордами равен полусумме мер дуги, лежащей в угле, и дуги напротив нее. Угол 
между касательной и хордой, проведённой в точку касания, равен половине меры 
дуги, стягиваемой хордой.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 2.  BOOK-READER Прочитайте текст.  ✏  Запишите текст.   
SPELL-CHECK  Выучите текст.  RULER-COMBINED  Сделайте чертежи к тексту.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Вписанный угол, центральный угол, угол вписан в окружность, угол опирается 
на дугу, угол опирается на хорду, угол опирается на диаметр, мера дуги, угол 
отсекает дугу, дуга лежит в угле, хорда стягивает дугу, хорда соединяет концы дуги, 
полусумма мер дуг, полуразность мер дуг.
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RULER-COMBINED  Изобразите на чертеже.

1.	 Острый и тупой вписанные углы, опирающиеся на хорду, равную радиусу 
окружности, и соответствующие им центральные углы.

2.	 Несколько вписанных углов, опирающихся на одну и ту же дугу в четверть 
окружности, и соответствующий им центральный угол.

RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

Точки ,  и  расположены на окружности. Биссектриса угла  пересекает 
окружность в точке . Докажите, что треугольник  равнобедренный.

Вписанная и описанная окружности

Окружность, проходящая через все вершины треугольника, называется описанной 
около этого треугольника, а треугольник называется вписанным в эту окружность. 
Центр окружности, описанной около треугольника, находится в точке пересечения 
серединных перпендикуляров к сторонам этого треугольника. У остроугольного тре-
угольника центр описанной окружности находится внутри треугольника, у тупоу-
гольного треугольника — вне его, а у прямоугольного треугольника — на середине 
гипотенузы. Радиус окружности, описанной около треугольника, равен произведению 
его сторон, делённому на учетверённую площадь этого треугольника.
Окружность, касающаяся всех сторон треугольника, называется вписанной в этот 
треугольник, а треугольник называется описанным около этой окружности. Центр 
окружности, вписанной в треугольник, находится в точке пересечения биссектрис 
этого треугольника. Радиус окружности, вписанной в треугольник, равен отноше-
нию площади этого треугольника к его полупериметру.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 3.  BOOK-READER Прочитайте текст.  ✏  Запишите текст.   
SPELL-CHECK  Выучите текст.  RULER-COMBINED  Сделайте чертежи к тексту.
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🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Описанная окружность, окружность описана около треугольника, треугольник 
вписан в окружность, центр описанной окружности, серединный перпендикуляр, 
точка пересечения серединных перпендикуляров, вписанная окружность, 
окружность вписана в треугольник, треугольник описан около окружности, центр 
вписанной окружности, точка пересечения биссектрис.

RULER-COMBINED  Изобразите на чертеже.

1.	 Окружность описана около треугольника, образованного основанием 
равнобедренного треугольника и медианами, проведёнными к его 
боковым сторонам.

2.	 Окружность вписана в прямоугольный треугольник, и через точку, 
в которой она касается гипотенузы, проведены прямые, параллельные 
катетам треугольника.

RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

К окружности, вписанной в равносторонний треугольник со стороной, равной , 
проведена касательная, пересекающая две его стороны. Найдите периметр 
отсечённого этой касательной треугольника.

10
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Параллелограмм

Четырёхугольник — геометрическая фигура, состоящая из четырёх точек (вершин), 
никакие три из которых не лежат на одной прямой, и четырёх отрезков (сторон), 
последовательно соединяющих эти точки. Отрезки, соединяющие противоположные 
вершины четырёхугольника, называются диагоналями четырёхугольника.
Параллелограмм — четырёхугольник, противоположные стороны которого попарно  
параллельны.
Имеют место следующие свойства (признаки) параллелограмма:
1)	 противоположные стороны попарно равны;
2)	 две противоположные стороны параллельны и равны;
3)	 противоположные углы попарно равны;
4)	 точка пересечения диагоналей делит их пополам;
5)	 сумма квадратов диагоналей равна сумме квадратов сторон.

Площадь параллелограмма равна произведению его стороны на высоту, проведённую 
к этой стороне, либо произведению его смежных сторон и синуса угла между ними.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 1.  BOOK-READER Прочитайте текст.  ✏  Запишите текст.   
SPELL-CHECK  Выучите текст.  RULER-COMBINED  Сделайте чертежи к тексту.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Четырёхугольник, вершины четырёхугольника, стороны четырёхугольника, 
диагонали четырёхугольника, площадь четырёхугольника, параллелограмм, 
вершины параллелограмма, стороны параллелограмма, диагонали 
параллелограмма, площадь параллелограмма.

T1
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RULER-COMBINED  Изобразите на чертеже.

1.	 На одной из сторон параллелограмма как на диаметре построена окружность, 
касающаяся противоположной стороны.

2.	 Из точки пересечения диагоналей параллелограмма опущены 
перпендикуляры на две его соседние стороны.

RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

Диагонали параллелограмма  пересекаются в точке  . Периметр 
параллелограмма равен , а разность периметров треугольников  и   
равна . Найдите стороны параллелограмма.

Прямоугольник, ромб и квадрат

Параллелограмм, все углы которого прямые, называется прямоугольником. Диа-
гонали прямоугольника равны. Площадь прямоугольника равна произведению его 
сторон. Около параллелограмма можно описать окружность тогда и только тогда, 
когда он является прямоугольником.
Параллелограмм, все стороны которого равны, называется ромбом. Диагонали ромба 
взаимно перпендикулярны и являются биссектрисами его углов. Площадь ромба 
равна половине произведения его диагоналей. В параллелограмм можно вписать 
окружность тогда и только тогда, когда он является ромбом.
Параллелограмм, являющийся одновременно прямоугольником и ромбом, называ-
ется квадратом. Квадрат — правильный четырёхугольник. Площадь квадрата равна 
квадрату его стороны.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 2.  BOOK-READER Прочитайте текст.  ✏  Запишите текст.   
SPELL-CHECK  Выучите текст.  RULER-COMBINED  Сделайте чертежи к тексту.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Прямоугольник, диагонали прямоугольника, площадь прямоугольника, 
окружность описана около прямоугольника, прямоугольник вписан в окружность, 

3
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ромб, диагонали ромба, площадь ромба, окружность вписана в ромб, ромб описан 
около окружности, квадрат, площадь квадрата.

RULER-COMBINED  Изобразите на чертеже.

1.	 В квадрат вписан равносторонний треугольник (т. е. вершины треугольника 
лежат на сторонах квадрата), одна из вершин которого совпадает 
с вершиной квадрата.

2.	 Окружность описана около прямоугольника, вершины которого являются 
серединами сторон ромба.

RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

Угол при вершине  ромба  равен . Точки  и  — основания 
перпендикуляров, опущенных из вершины  на стороны  и . Найдите углы 
треугольника .

Трапеция

Трапеция — четырёхугольник, две стороны которого параллельны (основания), а две 
не параллельны (боковые стороны). Трапеция называется равнобедренной, если 
ее боковые стороны равны. В равнобедренной трапеции углы при основании равны, 
а также равны диагонали. Трапеция называется прямоугольной, если одна из ее боко-
вых сторон перпендикулярна ее основаниям.

Трапецию можно вписать в окружность тогда и только тогда, когда она равнобе-
дренная. Окружность можно вписать в трапецию тогда и только тогда, когда сумма 
ее оснований равна сумме ее боковых сторон.
Площадь трапеции равна половине произведения суммы ее оснований на ее высоту. 
Точка пересечения диагоналей трапеции, середины ее оснований и точка пересече-
ния продолжений ее боковых сторон лежат на одной прямой.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 3.  BOOK-READER Прочитайте текст.  ✏  Запишите текст.   
SPELL-CHECK  Выучите текст.  RULER-COMBINED  Сделайте чертежи к тексту.

7
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🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Трапеция, основания трапеции, боковые стороны трапеции, диагонали трапеции, 
площадь трапеции, равнобедренная трапеция, прямоугольная трапеция, 
окружность описана около трапеции, трапеция вписана в окружность, точка 
пересечения продолжений боковых сторон трапеции.

RULER-COMBINED  Изобразите на чертеже.

1.	 Биссектрисы углов при одном из оснований трапеции пересекаются 
на другом ее основании.

2.	 Через точку пересечения диагоналей прямоугольной трапеции проведена 
прямая, перпендикулярная основаниям трапеции.

RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

Найдите углы и стороны четырехугольника с вершинами в серединах сторон 
равнобедренной трапеции, диагонали которой равны  и пересекаются 
под углом .
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Стереометрия. Многогранники

Стереометрия — раздел геометрии, в котором изучают свойства фигур в простран-
стве. Фигурами в пространстве являются точки, прямые, плоскости, поверхности 
и тела. Рассмотрим основные поверхности и тела в пространстве.
Призма — многогранник, две параллельные грани которого (основания) — -угольники, 
а остальные  граней — параллелограммы. Все боковые ребра призмы равны, а в осно-
ваниях лежат равные -угольники с соответственно параллельными сторонами.
Правильная призма — прямая призма, основаниями которой являются правильные 

-угольники, а боковыми гранями — прямоугольники.
Имеют место следующие формулы:  б  ,  осн ·  , где б — площадь боковой 
поверхности призмы,  — периметр перпендикулярного сечения,  — длина бокового 
ребра,  — объем, осн — площадь основания,  — высота призмы.

Параллелепипед — призма, у которой основаниями служат параллелограммы.
Прямой параллелепипед — параллелепипед, у которого боковые ребра перпендику-
лярны плоскости основания.
Прямоугольный параллелепипед — прямой параллелепипед, основаниями которого 
являются прямоугольники.
Куб — прямоугольный параллелепипед с равными ребрами.

Пирамида — многогранник, в основании которого лежит -угольник, а остальные 
 граней — треугольники с общей вершиной.

T1
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Объём пирамиды вычисляется по формуле   · , где  — площадь основания 
пирамиды,  — высота пирамиды.
Правильная пирамида — пирамида, основанием которой является правильный мно-
гоугольник, а ее высота проходит через центр основания.
Усеченная пирамида — часть пирамиды, заключённая между основанием и секущей 
плоскостью, параллельной основанию.

Объём усечённой пирамиды вычисляется по формуле  ,
где  — высота усечённой пирамиды,  и  — площади ее оснований.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 1.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Стереометрия, призма, многогранник, боковые рёбра, правильные -угольники, 
площадь боковой поверхности призмы, периметр перпендикулярного 
сечения, длина бокового ребра, объём, площадь основания, высота призмы, 
параллелепипед, прямой параллелепипед, прямоугольный параллелепипед, 
правильная пирамида, усечённая пирамида.

·

правильная  
треугольная пирамида

правильная 
четырехугольная пирамида

правильная  
шестиугольная пирамида
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Тела вращения

Прямой круговой цилиндр — тело, полученное при вращении прямоугольника вокруг 
одной из его сторон.
Имеют место следующие формулы:  ,  б ,  , где 

 — объём, б — площадь боковой поверхности,  — площадь полной поверхности 
цилиндра,  — радиус основания,  — высота цилиндра.
Прямой круговой конус — тело, полученное при вращении прямоугольного треуголь-
ника вокруг одного из его катетов.
Имеют место следующие формулы:  ,  б , где  — объём конуса, 
б  — площадь боковой поверхности,  — радиус основания,  — высота конуса,  

 — образующая конуса.
Усечённый конус — часть конуса, ограниченная его основанием и сечением, парал-
лельным плоскости основания.
Имеют место следующие формулы:  ,  б ,  
где  — объём усечённого конуса, б    — площадь его боковой поверхности,  

 — высота усечённого конуса,  и  — радиусы нижнего и верхнего оснований, 
 — его образующая.

Шар — тело, полученное вращением полукруга вокруг диаметра. Поверхность шара 
называется сферой.
Объём шара радиуса  вычисляется по формуле .
Площадь сферы радиуса  вычисляется по формуле .

прямой круговой цилиндр прямой круговой конус

усечённый конус шар 

T2
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🔈  Слушайте и повторяйте текст 2.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

🔈  Слушайте и повторяйте.  BOOK-READER Прочитайте.  ✏  Запишите.

Тела вращения, прямой круговой цилиндр, прямой круговой конус, образующая 
конуса, усечённый конус, радиусы нижнего и верхнего оснований усечённого 
конуса, шар, вращение полукруга вокруг диаметра, поверхность шара, сфера.

🗩  Назовите многогранники, укажите их объёмы и площади поверхностей.

🗩  Назовите тела вращения, укажите их объёмы и площади поверхностей.

RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

Высота правильного параллелепипеда равна  см. Через одну из сторон нижнего 
основания и противоположную сторону верхнего проведена плоскость. Объём 
параллелепипеда равен  см3. Найдите площадь сечения.

RULER-COMBINED  Сделайте чертёж и решите задачу.

Найдите площадь полной поверхности тела, образованного вращением вокруг 
большей стороны:
1)	 прямоугольника со сторонами  и ;
2)	 треугольника с этими же сторонами.

COGS Решите задачу.

Пусть ,  и  — соответственно число вершин, рёбер и граней усечённой 
пирамиды. Найдите значение , если .
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Основные понятия

Вектором  называется направлен-
ный отрезок, где  — начало,  — конец 
отрезка. Вектор может обозначаться выде-

ленной латинской буквой: .
Длиной вектора, или модулем вектора, называется длина направленного отрезка:

.

Вектор называется нулевым, если его начало и конец совпадают (длина нулевого век-
тора равна , а направление не определено). Нулевой вектор обозначается символом .
Векторы называются коллинеарными, если они лежат на одной прямой или на парал-

лельных прямых. Этот факт обозначается как .

	• Векторы сонаправлены ( ), если они коллинеарны и их концы лежат 
по одну сторону от прямой, соединяющей их начала.

	• Векторы противоположно направлены ( ), если они коллинеарны 
и их концы лежат по разные стороны от прямой, соединяющей их начала.

	• Два вектора называются равными, если они сонаправлены и равны по модулю.

Векторы называются компланарными, если существует плоскость, которой они парал-
лельны. Иными словами, векторы лежат либо в одной плоскости, либо в парал- 
лельных плоскостях.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 1.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

BOOK-READER Прочитайте по образцу: 
 

 — модуль вектора ,  — модуль вектора .

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  .

BOOK-READER Прочитайте по образцу:  

 — вектор , точка  — начало вектора , точка  — конец вектора .

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  .
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BOOK-READER Прочитайте по образцу: 

 — векторы  и  коллинеарны;  — векторы  и  сонаправлены; 
  

 — векторы  и  противоположно направлены.

;  ;  ;  ;  ;  .

Сложение векторов

Суммой двух векторов  и  называется вектор , начало которого совпа-

дает с началом вектора , а конец — с концом вектора  при условии, что вектор      
  
приложен к концу вектора . Это правило сложения двух векторов называют 
правилом треугольника.
Тот же результат сложения двух векторов можно получить по правилу параллело-

грамма: если векторы  и  приложить к общему началу и на них как на сторонах 

построить параллелограмм, то сумма  — диагональ параллелограмма, исхо-
дящая из общего начала.

Свойства операции сложения:

1)	  (свойство коммутативности);

2)	  (свойство ассоциативности); 

3)	  (существование нулевого вектора); 

4)	 ' : '  (существование противоположного вектора ').

🔈  Слушайте и повторяйте текст 2.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

4
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Умножение вектора на число

Произведением вектора  на число  называется вектор , удовлетворяющий 
следующим условиям:

1)	 ;

2)	 если , то , если , то . 

Свойства умножения вектора на число.

Для любых векторов ,  и любых действительных чисел ,  справедливы 
следующие свойства:

1)	  ;

2)	  ; 

3)	  ;

4)	  · .

🔈  Слушайте и повторяйте текст 3.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

Линейная зависимость  
и линейная независимость векторов

Линейной комбинацией  векторов , , ...,  с действительными коэффициен-
тами , , ...,  называют вектор вида

(1)	 . 

Если вектор  представлен как линейная комбинация (1), то говорят, что он разло-
жен по векторам , , ..., .

Векторы , , ...,  называются линейно зависимыми, если найдутся такие дей-
ствительные числа , , ..., , не равные нулю одновременно, что линейная ком-
бинация (1) обращается в нуль:

 при .

Векторы , , ...,  называются линейно независимыми, если их линейная ком-
бинация (1) обращается в нуль тогда и только тогда, когда все числовые коэффици-
енты равны нулю:

.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 4.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

T3
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Представление векторов в декартовой 
системе координат

В случае декартовой прямоугольной системы координат в пространстве базис обра-

зуют векторы , ,  — единичные взаимно перпендикулярные векторы, направления
которых совпадают с направлениями декартовых осей , ,  соответственно.
Каждый вектор пространства  может быть разложен единственным образом 

по базису  , , , т. е. для каждого вектора  найдется единственная тройка чисел 
, такая, что

 или .
Числа , ,  называют декартовыми координатами вектора .
Числа ,  , 

называют направляющими косинусами вектора .
Линейные операции над векторами можно проводить в координатной форме.

Если , , 

то ,  .

🔈  Слушайте и повторяйте текст 5.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

Пример 1. 
Точка  принадлежит прямой, проходящей через точки  
и . Найдите сумму .
Решение. 
Точки ,  и  лежат на одной прямой только в случае, если векторы  и    
коллинеарны. Найдём координаты этих векторов. Составим условие 

коллинеарности  и   :

;

;  .
Из этого условия находим  и : 

 и  и .

Пример 2. 
Найдите длину вектора  и его направляющие косинусы.
Решение. 
Найдём длину вектора .

,

,  ,  .

T5

8
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Скалярное произведение векторов

Рассмотрим два вектора  и , имеющие общее 
начало. Углом между векторами считается угол, 
не превосходящий . Если угол прямой, векторы 
называются ортогональными.
Скалярным произведением двух векторов называ-
ется число, равное произведению длин этих век-
торов на косинус угла между ними.
Скалярное произведение векторов  и  обозначается  или  ·  и опре-
деляется равенством

(1)	  ·  · ,

где  — угол между векторами  и .
Скалярное произведение двух векторов имеет следующий механический смысл: 
если вектор  представляет собой силу, точка приложения которой перемещается 

прямолинейно из начала в конец вектора , то элементарная работа  указанной 
силы определяется равенством

 ·  · .

Свойства скалярного произведения:

1)	  — коммутативность;

2)	  — �дистрибутивность относительно 
сложения векторов;

3)	 , ;

4)	 ; как следствие, ;

5)	  (векторы перпендикулярны).

Пусть векторы  и  заданы в прямоугольной декартовой системе координат:

,  , тогда их скалярное произведение

.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 6.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

T6
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Пример 1. 
Найдите скалярное произведение векторов  и , 

если  и .
Решение.

.

Пример 2. 
Вычислите , если ,  и .
Решение. 
Поскольку , то  · .

Вычислим  ·  ·  · .

Пример 3. 
Вычислите работу силы  при прямолинейном перемещении 
материальной точки из положения  в положение .
Решение. 
Найдём координаты вектора :

.

Тогда работа  ·  ·  · .

BOOK-READER Прочитайте.

;  ;   ;

.

COGS Решите задачи.

1.	 Векторы  и  составляют угол в , а их скалярное произведение равно . 
Найдите площадь параллелограмма, построенного на этих векторах.

2.	 Векторы  и  взаимно перпендикулярны. Найдите 
значение .

3.	 Дан треугольник с вершинами , , , точка  — 

середина отрезка . Найдите скалярное произведение векторов  и . 

4.	 Даны векторы   и  . Найдите угол между векторами  

и . 

5.	 Вектор  перпендикулярен вектору  и оси . Найдите 
сумму координат .

·

10
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Предел функции в точке

Рассмотрим функцию , определённую в некоторой окрестности точки , 
за исключением, быть может, самой точки .
Число  называют пределом функции  при , стремящемся к , если для любого 

  найдется , такое, что для всех , удовлетворяющих условию  
выполняется неравенство . При этом пишут: .

Геометрический смысл предела: при попадании  в интервал  радиу- 
са   значение функции попадает в полосу ширины .

🔈  Слушайте и повторяйте текст 1.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

BOOK-READER Прочитайте по образцу: 
 — предел  при , стремящемся к икс нулевому; 

 — предел  при , стремящемся к двум;

 — предел  при , стремящемся к бесконечности.

tg

T1

1

2
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Определение и геометрический 
смысл производной

Пусть функция  определена на некотором множестве . Придадим аргу-
менту  приращение , тогда . Производной функции 

 называется предел отношения приращения функции к приращению аргу-
мента, когда последнее стремится к нулю:

' .

Иначе производная обозначается  и читается так: «Де игрек по де икс». 
Геометрический смысл производной: значение производной функции в точке  
равно угловому коэффициенту касательной к графику функции  в точке 
с абсциссой . С физической точки зрения производная — это скорость изменения 
функции в точке .
На основании геометрического смысла производной составим уравнения касательной. 
Уравнение прямой, проходящей через точку  c угловым коэффициентом , 
имеет вид . Для касательной , тогда уравнение 
касательной запишется так:

.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 2.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

BOOK-READER Прочитайте текст 3 и текст 4 по образцу: 
'  — производная функции  равна  (  штрих равно ).

'

'

T2
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4
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Правила дифференцирования

Если  — постоянная величина, а  и  — дифференцируемые функции, то
1)	 ' ;
2)	 ' '  ';
3)	 ' '  ' ;
4)	 ' ';
5)	 ' ,  .

Таблица производных

1)	 ' ;

2)	 ' ;

3)	 ' ;

4)	 ' ;  ' ;

5)	 ' ;  ' ;

6)	 '   ;

7)	 '   ;

8)	 (tg )' ;

9)	 (ctg )' ;

10)	(arcsin )' ;

11)	(arccos )' ;

12)	(arctg )' ;

13)	(arcctg )' ;

14)	(sh )'  ch ;

15)	(ch )'  sh ;

16)	(th )' ;

17)	(cth )' .

BOOK-READER Прочитайте по образцу: 
 —  по ;   —  два  по  дважды; 

'  — значение производной функции  в точке  равно двум; 
''  — игрек два штриха в точке икс нулевое; 
'''  — значение производной третьего порядка функции  в точке  равно .

; 

; 

; 

'' ; 

' ; 

' ; 

' ; 

' ;

.

COGS Выполните задание по образцу: 
,  ' , '  — угловой коэффициент 

касательной к графику функции  в точке .

1)	 , ;
2)	  , ;
3)	 , ;
4)	 , ;

5)	 , ;
6)	  , ;
7)	 , .

''

ch

sh
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Монотонность функций

Теорема 1 (необходимое условие возрастания). 
Если функция  дифференцируема и  возрастает на интервале ,  
то ' .

Теорема 2 (необходимое условие убывания). 
Если функция  дифференцируема и убывает на интервале ,  
то ' .

Теорема 3 (достаточное условие возрастания). 
Если функция  дифференцируема на интервале  и '  ,  
то эта функция возрастает на .

Теорема 4 (достаточное условие убывания). 
Если функция  дифференцируема на интервале  и  ' ,  
то эта функция убывает на .

🔈  Слушайте и повторяйте текст 5.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.
Пример. 
Найти интервалы монотонности функции .
Решение. 
Найдём производную:  ' . Очевидно, что  '  
при .  и  — промежутки возрастания 
функции. На промежутке  функция убывает.

COGS Найдите промежутки монотонности функций.   
✏  Запишите решение по образцу.

1)	 ;
2)	 ;
3)	 ;

4)	 ;
5)	 ;
6)	 .

Экстремумы

Точка  называется точкой локального максимума, если для любого  из некоторой 
окрестности точки  выполняется неравенство 

.
Точка  называется точкой локального минимума, если для любого  из некоторой 
окрестности точки  выполняется неравенство

.
Точки локального минимума и максимума называются точками локального экстремума  
функции.

T5
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Теорема 5 (необходимое условие экстремума). 
Если в точке  функция  достигает экстремума, то ее производная в этой 
точке либо равна нулю, либо не существует.
Точки, в которых первая производная равна нулю, называют стационарными. Точки, 
в которых производная равна нулю или не существует, называют точками, подозри-
тельными на экстремум (критическими точками).

Теорема 6 (достаточное условие экстремума). 
Пусть функция  непрерывна в некоторой окрестности точки  и диффе-
ренцируема в этой окрестности, за исключением, быть может, самой точки. Тогда:
1)	 если при переходе через точку  знак производной меняется с « » на « », то  

 — точка локального максимума;
2)	 если при переходе через точку  знак производной меняется с « » на « », то  

 — точка локального минимума.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 6.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.
Пример. 
Найдите точки экстремума функции .
Решение. 
Область определения функции — вся числовая прямая. Найдём критические точки.
 

' .

Функция имеет две критические точки:  (производная не существует) и  
(производная равна нулю).

9
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Разобьём числовую ось критическими точками на интервалы и определим 
знак производной на каждом из них: '  при  и '  
при . Согласно достаточным условиям существования экстремума, 

 — точка максимума функции,  — точка минимума.

COGS Исследуйте функцию на экстремум. 
✏  Запишите решение по образцу.

1)	 ;
2)	 ;

3)	 ;
4)	 .

Задача о наибольшем и наименьшем 
значениях функции на отрезке

Известно, что непрерывная на отрезке  функция достигает на этом отрезке 
своих минимального и максимального значений, причём это может выполняться 
как на концах отрезка, так и в его внутренних точках, являющихся при этом крити-
ческими. Поэтому данную задачу решают по следующей схеме:
1)	 находят критические точки функции, принадлежащие интервалу ;
2)	 вычисляют значения функции в найденных критических точках;
3)	 находят значения функции на концах отрезка;
4)	 среди всех полученных значений выбирают наименьшее и наибольшее.

Пример. 
Найти наибольшее и наименьшее значения функции   на отрезке .
Решение. 
Находим производную и точки, в которых она обращается в нуль:

			   .
Отбираем точки, попавшие на отрезок  :  и .
Вычислим значения функции на концах отрезка и в отобранных точках:

;  ;  наиб , наим .

COGS Найдите наибольшее и наименьшее значения функции на отрезке.  
✏  Запишите решение по образцу.

1)	 , ;
2)	 , ;
3)	 , ;

4)	 , ;
5)	 , ;
6)	 , .

10
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Первообразная и неопределенный интеграл

Задача интегрального исчисления заключается в следующем: для данной функции 
 найти такую функцию , производная которой равна , т. е. ' .

Дифференцируемая функция  называется первообразной функции  на интер-
вале , если для любого  выполняется равенство ' .
Заметим, что если для данной функции  существует первообразная, то она 
не единственная. 
Например, для функции  первообразными будут ,   , 
а также .
Пусть функция  задана на некотором промежутке . Множество всех перво-
образных  функции  на этом промежутке называется неопределённым 
интегралом от функции  и обозначается так: .
Таким образом, , где  — подынтегральная функция,  — 
подынтегральное выражение,  — переменная интегрирования.
График отдельно взятой первообразной называется интегральной кривой.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 1.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

BOOK-READER Прочитайте по образцу: 
 — интеграл .

1)	 ;
2)	 ;
3)	 ;

4)	 ;
5)	 ;
6)	 .

BOOK-READER Прочитайте по образцу: 
— неопределённый интеграл,  — подынтегральное выражение,  

 — подынтегральная функция,  — переменная интегрирования.

1)	 ;

2)	 ;

3)	 ;

4)	 ;

5)	 ;

6)	 .

Укрупнённая таблица производных 
и неопределенных интегралов

В таблице продемонстрировано прямое и обратное действие: операции 
дифференцирования и интегрирования для элементарных функций.

T1
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Таблица производных Таблица интегралов

' , 

' 

'  · 

'  

' 

(tg )'  tg  

(ctg )'  ctg  

(sh )'  ch ch  sh 

(ch )'  sh sh  ch 

(th )'  th  

(cth )'  cth  

(arctg )'  arctg  

(arcctg )'  arcctg  

(arcsin )'  arcsin  

(arccos )'  arccos  

🔈  Слушайте и повторяйте текст 2.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

Пример 1. 
Найдите .
Решение. 
Проведём деление и, разложив интеграл в сумму, получим

.

Пример 2. 
Найдите .
Решение.
Преобразуем подынтегральную функцию:

.

Пример 3.
Найдите .

ch ch

sh sh

4
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Решение. 
Заменив в числителе  sin  cos , получим

 tg  ctg .

COGS Найдите интегралы, записанные в заданиях 2 и 3.

Определенный интеграл  
и формула Ньютона — Лейбница

Определённый интеграл обозначается так: .
Здесь  и  — соответственно нижний и верхний пределы интегрирования,  — 
подынтегральное выражение,  — подынтегральная функция,  — переменная 
интегрирования,  — область (отрезок) интегрирования.
Теорема (формула Ньютона — Лейбница). 
Если функция  непрерывна на отрезке  и  — какая-либо ее перво-
образная, то имеет место формула

.

Площадь области, ограниченной сверху графиком функции , , пря-
мыми  и  и осью , вычисляется по формуле

.

Эта область называется криволинейной трапецией.
Площадь области, ограниченной кривыми  и  и прямыми  
и   при условии , вычисляется по формуле

.

🔈  Слушайте и повторяйте текст 3.  BOOK-READER Прочитайте текст. 
✏  Запишите текст.  SPELL-CHECK  Выучите текст.

5
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BOOK-READER Прочитайте по образцу: 

 — интеграл от  до   ; 

 — интеграл от нуля до одного .
 

1)	 ;

2)	 ;

3)	 ;

4)	 ;

5)	 ;

6)	 ;

7)	 ;

8)	 .

BOOK-READER Прочитайте по образцу: 

. Число  — нижний предел интегрирования, число  — верхний предел 
интегрирования,  — подынтегральная функция.

1)	 ;

2)	 ;

3)	 ;

4)	 ;

5)	 ;

6)	 ;

7)	 ;

8)	 .

Пример 1.
Вычислите .
Решение. 

 имеет первообразную  arctg . Следовательно,

 arctg    arctg  arctg .

Пример 2. 
Вычислите площадь области, ограниченной линиями  и .
Решение. 
Из системы уравнений найдём точки пересечения кривых:

.

Поскольку верхняя граница области задаётся графиком функции , 
нижняя — графиком , а  меняется от  до , то площадь области равна

.

7

8
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COGS Найдите интегралы, записанные в заданиях 7 и 8.

1
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	    плюс 

	    минус 

 · 	    умножить на 

 : , 	    разделить на 

	   круглые скобки

	   квадратные скобки

	   фигурные скобки

	    равно 

	    не равно 

	    больше 

	    больше или равно 

	    меньше 

	    меньше или равно 

	    приближённо равно 

	   следовательно

	 �  равносильно;  
тогда и только тогда, когда

т. е.	   то есть

и т. д.	   и так далее

	   принадлежит

	   не принадлежит

	   объединение

	   пересечение

	    содержится в 

	   пустое множество

	 �  множество натуральных чисел

	   множество целых чисел

	 �  множество рациональных чисел

	 �  множество вещественных 
(действительных) чисел

	   бесконечность

	   отрезок от  до 

	   интервал от  до 

	 �  полуинтервал от  до , включая 

	 � луч от минус бесконечности до ,  
включая 

	    в степени 

	    в квадрате

	    в кубе

	   корень степени  из  

	   корень (квадратный) из  

	   корень кубический из  

	   модуль  

	   процент

	 � точка  с координатами , 

	    от 

	    в степени 

	   логарифм  по основанию 

	   (натуральный) логарифм 

lg 	   десятичный логарифм 

sin 	   синус 

cos 	   косинус 

tg 	   тангенс 

ctg 	   котангенс 

arcsin 	   арксинус 

arccos 	   арккосинус 

arctg 	   арктангенс 

arcctg 	   арккотангенс 

sin2 	   синус в квадрате 

	   пи

	   треугольник 

	   угол 

	   сто восемьдесят градусов

	 � прямая  параллельна прямой 

Правила чтения основных обозначений, 
записей и сокращений
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	 � прямая  перпендикулярна  
прямой 

	   вектор 

	   модуль (длина) вектора 

	 �  дельта ; приращение аргумента

	 �  дельта ; приращение функции

	   дельта  от 

	    нулевое;  ноль

	 �  предел  от  при ,  
стремящемся к  нулевому

'	 �    штрих; производная функции 

' 	    штрих от 

	    по 

''	 �    два штриха;  
вторая производная функции 

	    два  по  дважды

	   интеграл 

	  интеграл от  до  
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