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20. ln( + ) −
1
2

+ ( + ) = 0 (1; 0; 2) 

21. + 2 =
1
2

( + ) (1; 1; 0) 

22. + + = + 5( − ) (1; 1; 2) 

23. ln( + ) −
2

= 0 (1; 0; 1) 

24. ln( + ) = −
4

 (1; 1; 0) 

25. + − = 1 (0; 1; 1) 

26. sin − + ln = 0 (0; 1; 2) 

27. sin( − ) + = 1 (1; 1; 1) 

28. + = 2  (1; 1; 0) 

29. cos − = 0 (0; 1; 1) 

30. tg( − ) − + 2 = 1 (1; 1; 1). 

 

arctg

arctg

8. Экстремум функции двух переменных

Локальный экстремум

Определение. Функция u = f (M) имеет в точке M0, принадлежащей области 
определения функции, максимум (минимум), если существует такая δ – 
окрестность точки M0  0( )U Mδ , что 0 0( ) (  ( ( )) ))(f M f M f M f M< >  
для любых точек 0( )M U Mδ∈ .

Локальный минимум и локальный максимум объединяются общим 
названием – локальный экстремум, а точки, в которых он достигается, 
называются экстремальными.

Функция двух переменных. Необходимые условия существования 
экстремума

Если дифференцируемая функция z = f (x,y) достигает в точке M0 

экстремума, то в этой точке 0z
x
∂

=
∂

  и   0z
y
∂

=
∂

 или не существуют.

Такие точки называются стационарными или критическими.  
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Достаточные условия существования экстремума
	 Пусть M0 – стационарная точка. Если z = f (x,y) дважды диф-

ференцируема в окрестности точки M0 и вторые частные производные 
непрерывны, то если

1) 
0 0 0

2 2 2

2 2 0       
M M M

z z z
x y x y

     ∂ ∂ ∂
∆ = − >     ∂ ∂ ∂ ∂     

     в этой точке суще-

ствует экстремум, причём минимум, если       

0

2

2 0
M

z
x

 ∂
> ∂ 

,     и максимум, 

если 
0

2

2 0
M

z
x

 ∂
< ∂ 

;

2) ∆<0 – экстремумов нет;
3) ∆=0 – ответа на вопрос нет, необходимо проделать более тонкие 

исследования.
Исследование на экстремум функций трёх и большего числа пере-

менных сложнее. 
Необходимые условия аналогичны: стационарные точки определя-

ются из системы 0     ( 1, ).
k

u k n
x
∂

= =
∂

 

Достаточные условия заключаются в исследовании знака дифферен-
циала второго порядка d2u. Если d2u<0 – максимум, при  d2u>0 – минимум.

Пример

Найти экстремумы функции 3 3 3 .z x y xy= + −
Решение:

1) Найдём стационарные точки из системы 0z
x
∂

=
∂

 и  0z
y
∂

=
∂

2
2 2

2 2
2

3 3
0 03( ) 0

         
1 13( ) 03 3

z x y
x yx y x yx

z x yy x y xy x
y

∂
= −

= = − = =∂
=> => => ∂ = =− = = = −

∂
.

Итак, получены две стационарные точки M1(0,0) и M2(1,1).
2) В каждой из точек M1 и M2 проверим выполнение достаточных условий 
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2 2 2

2 26 ;       6 ;      3z z zx y
x y x y
∂ ∂ ∂

= = = −
∂ ∂ ∂ ∂

.

а) M1(0,0)

1

2

2 0
M

z
x

 ∂
= ∂ 

;       
1

2

2 0
M

z
y

 ∂
= ∂ 

;       
1

2

 3
M

z
x y

 ∂
= − ∂ ∂ 

.

Тогда 
2 0 0 ( 3) 9 0∆ = ⋅ − − = − < , следовательно, в точке M1 экстремума 

нет.
б) M2(1,1)

2

2

2 6
M

z
x

 ∂
= ∂ 

;  
2

2

2 6
M

z
y

 ∂
= ∂ 

;  
2

2

 3 6 6 9 25 0
M

z
x y

 ∂
= − => ∆ = ⋅ − = > ∂ ∂ 

.

Следовательно, в точке M2 экстремум есть, причём минимум, так как 

2

2

2 0
M

z
x

 ∂
> ∂ 

.

Упражнение 9
Найти экстремумы функции.

1. = + −  2. = +
1

+
1

 

3. = + − 3 ln − 3ln  4. = 2 + 2 + +  

5. = − − + 4( + ) 6. = + − 3  

7. = 2 +
4

+
1

 8. = + − 24 ln − 24ln  

9. = 2 + 2 + 8( + ) 10. = + − 2 + 4 − 2  

11. = + − 6  12. = 2 −
4

+
1

 

13. = + − 9 ln − 3ln  14. =
1
2

( + ) + 16( + ) 

15. = − 2 − 2 + +  16. = + − 2  

17. = 4 +
4

+
2

 18. = + − 3 ln − 9ln  

19. = − 2 − 2 + 8( + ) 20. = 2 −
4

+
4

 

21. = + − 12  22. = 9( + ) − 8 ln − 8ln  



41

1. = + −  2. = +
1

+
1

 

3. = + − 3 ln − 3ln  4. = 2 + 2 + +  

5. = − − + 4( + ) 6. = + − 3  

7. = 2 +
4

+
1

 8. = + − 24 ln − 24ln  

9. = 2 + 2 + 8( + ) 10. = + − 2 + 4 − 2  

11. = + − 6  12. = 2 −
4

+
1

 

13. = + − 9 ln − 3ln  14. =
1
2

( + ) + 16( + ) 

15. = − 2 − 2 + +  16. = + − 2  

17. = 4 +
4

+
2

 18. = + − 3 ln − 9ln  

19. = − 2 − 2 + 8( + ) 20. = 2 −
4

+
4

 

21. = + − 12  22. = 9( + ) − 8 ln − 8ln  

 

23. = 6 + 6 + 3 + 3  24. = 4 −
4

+
2

 

25. = 2 + 2 − 6  26. = + − 2 ln − 3ln  

27. = + + 2 − 4 + 2  28. = 4( + ) + 2( + ) 

29. = 2 +
4

+
4

 30. = 3 + 3 − 9 . 

 
9. Условный экстремум функции двух переменных

Определение 
Функция f(M) имеет в точке M0 условный максимум (минимум), 

если существует такая окрестность U(M0), что f(M) < f(M0) (f(M) > f(M0))  
для любых точек 0 ( ) M U M∈  при условии, что выполняются уравнения 
связи  ( ) 0i Mϕ =   ( 1, , )i k= … .

Исследование на условный экстремум функции f(M) при наличии 
ограничений, накладываемых на координаты точек M в виде уравнений 
 ( ) 0i Mϕ =  (называемых уравнениями связи), сводится к исследованию 
на локальный экстремум функции Лагранжа:

1

( ) ( ) ( ),
k

i i
i

L M f M M
=

= + λ ϕ∑
 ( 1, )  i i k=λ −  постоянные множители, подлежащие определению.
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Пример 1
Исследовать на экстремум функцию 2z x y= +  при условии 

2 2 5x y+ = .

Решение:
1) Запишем единственное уравнение связи в виде 

2 2( , ) 5 0x y x yϕ = + − =
и составим функцию Лагранжа: 2 2( , ,  ) 2 ( 5)L x y x y x yλ = + + λ + − .

2) Стационарные точки находятся из системы трёх уравнений:

2 2
2 2

11 2 0
2
12 2 0

   5 0
( , ) 5 0

L x x
x
L y y
y

x yL x y x y

 ∂ = + λ = = − ∂ λ 
∂ = + λ = => = − 
∂ λ 

+ − = ∂
= ϕ = + − = ∂λ

.

Подставим x и y в третье уравнение 2 2

1 1 5
4

+ =
λ λ

, находим значе-

ния 1
1
2

λ =  , которому соответствует стационарная точка M1 (-1;-2), и 

2
1
2

λ = − , которому соответствует стационарная точка M2 (1;2).

3) Исследуем достаточные признаки в каждой стационарной точке:

	 а)   1
1
2

λ = ,      M1 (-1;-2);

1

2

2 2 1
Mx

L ∂
= λ = ∂ 

;     
1

2

2 2 1
My

L ∂
= λ = ∂ 

;     
1

2

0
M

L
x y

 ∂
= ∂ ∂ 

.

Тогда 1 1 0 1 0∆ = ⋅ − = > .

Следовательно, в точке M1 достигает минимум 
1

2

2 0
M

L
x

  ∂ >  ∂  
 

и min ( 1; 2) 5z − − = − .

	 б)   2
1
2

λ = −  ,       M2 (1;2);    
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2

2

2 2 1
Mx

L ∂
= λ = − ∂ 

;   
2

2

2 2 1
My

L ∂
= λ = − ∂ 

;   
2

2

0
M

L
x y

 ∂
= ∂ ∂ 

.

Дискриминант 2( 1) ( 1) 0 1 0∆ = − ⋅ − − = > . 

Таким образом, в точке M2 достигается максимум 
2

2

2 1 0
M

L
x

  ∂ = − <  ∂  и max (1, 2) 5z = .

Пример 2

Исследовать на экстремум функцию  2 28 2z x x y y= − + −  при 
условии 2 1x y+ = .

Решение:
В некоторых случаях исследование функции двух переменных можно 

свести к исследованию на экстремум функции одной переменной, если 
из уравнения связи одну переменную выразить через другую и затем 
подставить в z = f (x,y).

Из уравнения связи y = 1-2x. Тогда
2 2 2 28 2(1 2 ) (1 2 ) 8 2 8 8 1 2z x x x x x x x x x= − + − − − = − + − + − + =

29 14 1x x= − +

18 14dz x
dx

= −

14 718 14 0 
18 9

x x− = => = =

2

2 18 0 d z
dx

= > =>   Следовательно, в точке  
7 14 5; 1
9 9 9

x y= = − = −

функция имеет условный минимум.

Упражнение 10
Найти условный экстремум.
1. 2 22z x x y= + +                          при условии      x + y = 3
2. 2 22z x y y= + +                          при условии      x + 2y = 4
3. 2 2 1z x y= + +                            при условии      2x + y = 1
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4. = − − + 2                        при условии      − = 2 

5. = 2 + + 1                         при условии      − 2 = 2 

6. = + 2 − 2                         при условии      2 − = 4 

7. = 2 + 4 +                        при условии      2 − = 2 

8. = + 4 + 2                        при условии      − 2 = 4 

9. = + 4 + 2                        при условии      2 + 3 = 6 

10. = 2 + 4 +                      при условии      3 + 4 = 12  

11. = − + 2 − + 1             при условии      2 − 3 = 6 

12. = 4 − − + 2                при условии      3 − 4 = 12  

13. = ( − 1) + + 1               при условии      3 − 2 = 6 

14. = + ( − 1) + 2               при условии      4 − 3 = 12 

15. = − − ( − 1) + 4            при условии      3 − 2 = 6 
 
16. = − 2 +                        при условии      + = 3 

17. = − 2 +                        при условии      + 3 = 3 

18. = + − 1                         при условии      2 + = 2 

19. = 6 − − + 1                при условии      − = 2 

20. = 4 + − 2 + 1              при условии      − 2 = 2 

21. = + 4 − 2 + 1              при условии      2 − = 4 

22. = 2 − 4 + − 1              при условии      2 − = 4 

23. = − 4 + 2 + 2              при условии      − 2 = 6 

24. = − + 4 − 2                   при условии      2 + 3 = 6 

25. = 2 + 6 + 2                     при условии      3 + 4 = 12 

26. = − − 2 − + 1              при условии      2 − 3 = 6 

27. = ( + 1) + + 3                при условии      3 − 2 = 6 

28. = ( + 1) + ( − 1)              при условии      3 − 4 = 12 

29. = + ( + 1) + 1                при условии      4 − 3 = 12 

30. = 4 − − 4 + 4               при условии      2 − 4 = 1. 
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16. = − 2 +                        при условии      + = 3 

17. = − 2 +                        при условии      + 3 = 3 

18. = + − 1                         при условии      2 + = 2 

19. = 6 − − + 1                при условии      − = 2 

20. = 4 + − 2 + 1              при условии      − 2 = 2 

21. = + 4 − 2 + 1              при условии      2 − = 4 

22. = 2 − 4 + − 1              при условии      2 − = 4 

23. = − 4 + 2 + 2              при условии      − 2 = 6 

24. = − + 4 − 2                   при условии      2 + 3 = 6 

25. = 2 + 6 + 2                     при условии      3 + 4 = 12 

26. = − − 2 − + 1              при условии      2 − 3 = 6 

27. = ( + 1) + + 3                при условии      3 − 2 = 6 

28. = ( + 1) + ( − 1)              при условии      3 − 4 = 12 

29. = + ( + 1) + 1                при условии      4 − 3 = 12 

30. = 4 − − 4 + 4               при условии      2 − 4 = 1. 

10. Наибольшее и наименьшее значения функций в области 
(глобальный экстремум)

Если функция z = f (x,y) дифференцируема в ограниченной замкну-
той области D, то она достигает своего наибольшего или наименьшего 
значения или в стационарной точке, или на границе области.

Для определения глобального (абсолютного) экстремума функции 
f (x,y) сравнивают наибольшее и наименьшее значения функции f (x,y) 
во внутренних стационарных точках заданной области с наибольшим и 
наименьшим значениями функции f (x,y) на границе исследуемой области 
(исследование на границе проводится как исследование на условный 
экстремум). При этом используются лишь необходимые условия для 
определения стационарных точек.

Пример 
Найти наибольшее и наимень-
шее значения функции

3 3 3z x y xy= + −  в области 
D: 0 2x≤ ≤ ; 1 2y− ≤ ≤ .

Решение:
1) Исследование во внутренних 
точках области D:

2

2

3 3 0

3 3 0

z x y
x
z y x
y

∂ = − =∂
∂ = − =
∂ .
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Стационарные точки: 1(0;0)M D∈ ; 2 (1;1)M D∈ .
Значения функции в них: z (0;0) = 0; z (1;1) = -1.

2) Исследование на границе области D. 
В некоторых простейших случаях для функций двух переменных при 

исследовании на условный экстремум необязательно составлять функцию 
Лагранжа, можно из уравнения связи выразить одну переменную через 
другую и подставить в исследуемую функцию, а далее уже проводить 
исследование полученной функции одной переменной.

В нашем случае граница области D состоит их четырёх отрезков, 
исследование следует проводить на каждой из сторон прямоугольника 
ABCD.

	 а) [AB]. Уравнение границы y = 2, [0;2]x∈ .
Подставим в выражение функции z, получим 3 8 6z x x= + − .
Стационарные точки находятся из уравнения ' 23 6z x= − .

Эти точки 1 2   [ ]x AB= − ∉     и      2 2   [ ]x AB= ∈ .

Значение функции в этой точке ( 2, 2) 8 4 2z = − .
Так как функция может достигать наибольшего и наименьшего зна-

чения на границе области, т.е. на концах отрезка [AB], то надо посчитать 
соответствующие значения:

 ( ) (0;2) 8  z A z= =       и    ( ) (2;2) 4z B z= = .

	 б) [BC].  Уравнение границы    x = 2, [ 1;2]y∈ − .
После подстановки x = 2 в выражение для z получим 3 6 8z y y= − + .
Из уравнения ' 23 6z y= −  находим стационарные точки

2  [ ]y BC= − ∉  и 2   [ ]y BC= ∈ .

Значение функции (2; 2) 8 4 2z = − .
Значение функции в граничной точке С: ( ) (2; 1) 13z C z= − = .

	 в) [DС]: y = -1, [0;2]x∈ .
После подстановки: 3 ' 2 '1 3  3 3  0z x x z x z= − + => = + => ≠
стационарных точек нет.
Считаем значение в граничной точке D: z (D) = z (0;-1) = -1.

	 г) [АD]: x=0, [ 1;2]y∈ − , тогда z = y3 и , 23 0z y= = .
	 Стационарная точка (0;0) уже исследовалась, граничные точки 

также.
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Теперь из всех найденных значений функции надо выбрать наи-
меньшее и наибольшее значения.

Наибольшее значение z = 13 достигается в точке С (2;-1); 
наименьшее значение z = -1 достигается в двух точках M1(1;1) и D (0;-1). 

Упражнение 11
Найти в области D, заданной уравнениями границы, наибольшее и 

наименьшее значения функции. 

1. = − + − 4  D: = ; − 3 ;  = 3 

2. = + 3 + − 6  D: = ; = − ;  = 1 

3. = + − 3  D: = 0; = 0; + = 3 

4. = − 2 + 4 − 6 − 1 D: = 0; = 3 ; = 3 

5. = − 2 −  D: = 2 ; = − ;  = 4 

6. =
2
−  D: = ; = 3 

7. = + 2 − 4 + 2  D: = ; = − 2 ; = − 2  

8. = + − + +  D: = 0; = 0; + = − 3 

9. =  D: = − 2; = − 1;  + = 1 

10. = + + 3  D: − = 2; = 0; = 0 

11. = + − 9 + 3 D: = − 1; = 2 

12. = 3 − 2 − 2 −  D: = − + 4; = − 2 

13. = − + + +  D: = + 2; = 0; = 0 

14. = 2 + 3 − − 5 + 7  D: − = 2; = 0; = 0 

15. =
2

+ − 2 −  D: = ; = 4 

16. = + + − 4 − 5  D: = ; = 3 ; = 3 

17. = 3 + − − 2  D: = ; = − ;  = 1 

18. = + + 3  D: = − ; = − 2 ; = − 2 

19. = + 2 + 4 − 4 + 1 D: = − ; = − 3 ; = − 3 

20. = + 2 + 2  D: = ; = − 2 ;  = − 4 

21. =
2
−  D: = − 1; = 3 

22. = + 2 − 8 + 4  D: = + 1; = 0; = 7 

23. = + + + +  D: − = 2; = 0; = 0 

24. =  D: = − 1; = − 2; + = 2 

25. = + + 3  D: = 0; = 0; + = − 2 

26. = + + 6 − 1 D: = − 1; = 2 

27. = 4 + 2 + 4 +  D: = − 2; = 4 

28. = + 4 +  D: + = − 2; = 1; = 1 

29. = 3 + 2 +  D: + 1 = ;  = 1 

30. =
2

+  D: = − 1; = 2. 
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8. = + − + +  D: = 0; = 0; + = − 3 

9. =  D: = − 2; = − 1;  + = 1 

10. = + + 3  D: − = 2; = 0; = 0 

11. = + − 9 + 3 D: = − 1; = 2 

12. = 3 − 2 − 2 −  D: = − + 4; = − 2 

13. = − + + +  D: = + 2; = 0; = 0 

14. = 2 + 3 − − 5 + 7  D: − = 2; = 0; = 0 

15. =
2

+ − 2 −  D: = ; = 4 

16. = + + − 4 − 5  D: = ; = 3 ; = 3 

17. = 3 + − − 2  D: = ; = − ;  = 1 

18. = + + 3  D: = − ; = − 2 ; = − 2 

19. = + 2 + 4 − 4 + 1 D: = − ; = − 3 ; = − 3 

20. = + 2 + 2  D: = ; = − 2 ;  = − 4 

21. =
2
−  D: = − 1; = 3 

22. = + 2 − 8 + 4  D: = + 1; = 0; = 7 

23. = + + + +  D: − = 2; = 0; = 0 

24. =  D: = − 1; = − 2; + = 2 

25. = + + 3  D: = 0; = 0; + = − 2 

26. = + + 6 − 1 D: = − 1; = 2 

27. = 4 + 2 + 4 +  D: = − 2; = 4 

28. = + 4 +  D: + = − 2; = 1; = 1 

29. = 3 + 2 +  D: + 1 = ;  = 1 

30. =
2

+  D: = − 1; = 2. 
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