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xf

.

Теорема (об интегрировании рядов Фурье). Ряд Фурье интегри-
руемой по Риману на отрезке [–l, l] функции f можно интегрировать 
почленно на этом отрезке, таким образом, если f(x) — кусочно непре-
рывная и 2·π — периодическая функция

f , то

. 

Утверждение (о связи гладкости функции и скорости убывания ее ко-
эффициентов Фурье). Пусть f  и f  

f . Если функция имеет на отрезке [–π, π] кусочно непре-
рывную производную f (m)порядка m, то

 , 

и

��� � �����

причем , где ck( f ) — коэффициенты Фурье ряда (7).

Замечание. Если заданная на отрезке [–π, π] интегрируемая (в соб-
ственном или несобственном смысле) функция f(x) будет нечетной, то 
для нее

 , 

в случае четной функции f(x):

Если f(x) — четная функция, тогда произведение f(x)·sin n·x является 
нечетной функцией и в силу замечания
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Таким образом, ряд Фурье четной функции содержит одни лишь 
косинусы:

f

и

Если же функция f(x) будет нечетной, то нечетной будет и функция 
f(x)·sin n ·x, так что

Следовательно, ряд Фурье нечетной функции содержит одни лишь 
синусы:

f

и

Пример. Найдем разложение в ряд Фурье по косинусам четной 
функции f(x)=x2 на отрезке [–π, π].

Имеем,

  . 

Для вычисления an при n > 0 применим дважды интегрирование по  
частям:

2
2

0
0 0

20
0

2 2 sin 2cos sin

4 cos 1 ( 1) 4cos .

n

n

x n xa x n x dx x n x dx
n

x n x n x dx
n n n n

π ππ

ππ

 ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ =  π π π 

 ⋅ ⋅ −
= ⋅ − ⋅ ⋅ =  ⋅ π  

∫ ∫

∫
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Таким образом,

Поскольку в нашем случае f(π)=f(–π), наше разложение может быть 
по 2·π периодичности распространено на любые значения x.

Полагая в полученном разложении x = π или x = 0 и учитывая, что 
cos n·π=(–1)n, имеем

Пусть функция f кусочно гладкая на отрезке [0; l]. Если продолжить  
функцию f с полуинтервала (0; l] на полуинтервал [–l; 0) нечетным об-
разом и положить

( ), 0 ,
( )    0,      0,

( ), 0

f x x l
F x x

f x l x

< ≤
= =
− − − ≤ <

то функция F будет кусочно гладкой на отрезке [–l; l] и потому, согласно 
теореме Дирихле, может быть разложена на этом отрезке в ряд (3). В 
силу нечетности функции F в этом ряду будут иметься только члены с 
синусами. На отрезке [–l; l] указанный ряд будет разложением заданной 
функции f по синусам.

Если продолжить функцию f с отрезка [0; l] четным образом на от-
резок [–l; 0], то продолженная функция, согласно теореме Дирихле, будет 
также раскладываться на отрезке [–l; l] в ряд Фурье, а так как она четная, 
то этот ряд содержит только члены с косинусами и ясно, что на отрезке 
[0; l] он дает разложение функции f по косинусам.

Замечание. Не следует думать, что нам удалось получить для одной и 
той же функции два различных разложения в ряд Фурье. В действитель-
ности мы разлагали весьма отличающиеся друг от друга функции (они 
могут отличаться друг от друга на всем промежутке [–l; 0]) и только от-
бросили часть полученного ответа, отказываясь использовать разложение 
в ряд Фурье для отрицательных значений x.

Поясним на примере.
Пример. Разложим на отрезке [0; π] функцию f(x)=x в ряды Фурье 

по синусам и по косинусам (что будет отвечать, соответственно, продол-
жению этой функции на отрезок [–π; π] по четности и по нечетности).
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Разложение этой функции по синусам было нами уже получено 
(см. (8)).

Для того чтобы найти разложение в ряд по косинусам, вычислим 
интегралы

При n=2·k (четном), очевидно, an=0, а при n=2·k–1 (нечетном) 
имеем, 

k
. Таким образом, другое интересующее нас  

разложение будет иметь вид

Задачи (для практических занятий).
Доопределяя необходимым образом заданную в промежутке (0, а) 

функцию до периодической, получить для нее ряд Фурье по косинусам 
или ряд Фурье по синусам.

1. Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию
lnf

2. Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию

f .

3. Разложить в ряд Фурье по синусам функцию

x
f .
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4. Разложить в ряд Фурье по синусам функцию
f .;

5. Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию

f ; .

Задачи (для расчетно-графических работ).
1. 	 а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=|sin x|.
	 б) Разложить функцию f(x)=cos 2·x, 0 ≤ x ≤ π в ряд по синусам.
2.	 а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=x3

	 б) Разложить в ряд Фурье по синусам функцию:

f .

3.	 а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=x+π.
	 б) Разложить в ряд Фурье по синусам функцию:

f .

4.	 а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=x–π.
	 б) Разложить в ряд Фурье по синусам функцию: f(x)=x·(π–x), 

0 ≤ x ≤ π.
5.	 а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: 

f(x)=2·x+3.
	 б) Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию:

f .

6.	 а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=ex.
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	 б) Разложить в ряд Фурье по синусам функцию: f , 
0≤x≤π.

7.	 а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=2–3·x.
	 б) Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию:

f .

8.	 а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=|x|+x.
	 б) Разложить в ряд Фурье по синусам функцию: f(x)=x2, 0≤x≤π.
9.	 а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=e2·|x|.
	 б) Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию:

f .

10.	а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=x·sin x.
	 б) Разложить в ряд Фурье по синусам функцию: f(x)=e2·x, 0≤x≤π.
11.	а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .

	 б) Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию:

f .

12.	а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .

	 б) Разложить функцию f(x)=(x–1)2 в тригонометрический ряд 
Фурье на отрезке [–1; 0] .
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13.	а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .

	 б) Разложить функцию f(x)=(x+2)2 в тригонометрический ряд 
Фурье на отрезке [–2; 1].

14.	а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .

	 б) На отрезке [0; 5] разложить в тригонометрический ряд Фурье 
функцию

f .

15.	а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .

	 б) Разложить функцию f(x)=e3–x в тригонометрический ряд Фурье 
на отрезке [–3; 3].

16.	а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .

	 б) Разложить функцию f(x)=x · (4–x) в тригонометрический ряд 
Фурье на отрезке [0; 4].

17.	а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .

	 б) Разложить функцию

x
f .

в тригонометрический ряд Фурье на отрезке [–3;3] в комплексной форме.
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18.	а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

x
f .

	 б) Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию:

f .

19.	а) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .

	 б) Разложить в ряд Фурье по косинусам функцию:
f .

20.	а) Разложить функцию f(x)=2·x–3 в тригонометрический ряд 
Фурье на отрезке [–1; 1] .

	 б) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=ch x.
21.	а) Разложить функцию f(x)=x–1 в тригонометрический ряд Фурье 

на отрезке [–1/2; 1/2].
	 б) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=sh x
22.	а) Разложить функцию f(x)=x ·cos x в тригонометрический ряд 

Фурье на отрезке [–π/2; π/2].
	 б) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: 

f .

23.	а)Разложить функцию e|x| в тригонометрический ряд Фурье на 
отрезке [–1, 1].

	 б) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .

24.	а) Разложить функцию f(x)=x2 в тригонометрический ряд Фурье 
на отрезке [–1; 1] в комплексной форме .

	 б) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .
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25.	а) Разложить функцию 
2, 3 0

( ) .
, 0 3

x
f x

x x
− ≤ ≤

=  < ≤
в тригонометрический ряд Фурье на отрезке [–3; 3] в комплексной форме.

	 б) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .

26.	а) Разложить функцию f(x)=ex в тригонометрический ряд Фурье 
на отрезке [1; 3].

	 б) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=x2+x.
27.	а) Разложить функцию f(x)=10·x–3 в тригонометрический ряд  

Фурье на отрезке [5; 15].
	 б) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .

28.	а) Разложить функцию f(x)=2·x  в тригонометрический ряд Фурье 
на отрезке [0 ; 1].

	 б) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=e 5·x.
29.	а) Разложить функцию 

, 0
2( ) ,

,
2 2

x x
f x

x

π ≤ ≤= π π < ≤ π


заданную на отрезке [0; π] и продолженную на отрезок [–π; 0] четным 
образом, в тригонометрический ряд Фурье. 

	 б) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию: f(x)=x2–x.
30.	а) Разложить функцию f(x)=π–2·x, заданную на отрезке [0; π] и 

продолженную на отрезок [–π; 0] нечетным образом, в тригонометриче-
ский ряд Фурье .

	 б) На отрезке [–π; π] разложить в ряд Фурье функцию:

f .
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Приложение 1

Найти разложение в ряд Фурье можно также, используя математи-
ческую программу «Maxima».

Поясним на уже рассмотренном ранее примере.
Пример. Найти разложение в ряд Фурье по косинусам четной функ-

ции f(x)=x2 на отрезке [–π; π].
1. Загрузим пакет Фурье, для этого введем команду «load (fourie)»  

(кавычки, разумеется, не ставим). Нажимаем кнопку «Enter». В окне про-
граммы должна появиться запись: C:/PROGRA~2/MAXIMA~1.3/share/
maxima/5.16.3/share/calculus/fourie.mac.

2. Для того чтобы найти коэффициенты Фурье, введем команду  
«fourier(x^2,x,%pi);», где на первом месте стоит функция, разложение-
которой мы ищем, на втором — независимая переменная, на третьем — l, 
где l — половина периода. Опять нажимаем клавишу «Enter». Появится 
запись Is cos(%pi*n) positive, negative, or zero? (она появляется не при 
всех исходных функциях). Пишем «positive», нажимаем «Enter». В ре-
зультате получим коэффициенты Фурье:

;

;

.

 

Полученный результат можно упростить при помощи команды  
«foursimp(%);».

Теперь уже имеем окончательный результат:

;

;
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Если нам требуется разложить функцию в ряд Фурье функцию, за-
данную на отрезке [0; l] и продолженную на отрезок [–l; 0] четным или 
нечетным образом, то можно использовать команды: «fourcos (f, x, l)» 
или «foursin (f, x, l)». 

Пример. Разложим на отрезке [0; π] функцию f(x)=x в ряды Фурье  
по синусам и по косинусам (что будет отвечать, соответственно, продол-
жению этой функции на отрезок [–π; π] по четности и по нечетности).

1. Разложим в ряд по синусам. Для того введем последовательно:
load (fourie);
foursin(x,x,%pi);
positive;
foursimp(%).

В результате получим:
.

2. Для разложения в ряд по косинусам, аналогично введем после-
довательно:

load (fourie);
fourcos(x,x,%pi);
positive;
foursimp(%).

На выходе будем иметь:
;

.

Результаты, полученные при помощи программы «Maxima», иден-
тичны полученным ранее в «ручном режиме».

Приложение 2

Разложение в ряд Фурье по некоторым другим ортогональным 
системам функций.

В прикладных задачах бывает более удобно использовать системы 
ортогональных функций, отличных от тригонометрических. Приведем 
несколько примеров таких систем.

1. Многочлены Чебышева определяются формулой
  ,  n = 0, 1, 2, ... . 
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Они образуют ортогональный базис в пространстве функций, за-
данных в интервале (–1; 1), со скалярным произведением 

,

то есть

, где δi, j — символ Кронекера.

Выпишем несколько первых многочленов Чебышева

  .
2. Многочлены Лежандра определяются формулой 

  ,  n = 0, 1, 2, ... . 

Они образуют ортогональный базис в пространстве функций, за-
данных на отрезке [–1; 1], со скалярным произведением

то есть

Выпишем несколько первых многочленов Лежандра

Прямым вычислением можно убедиться в их ортогональности на 
отрезке [–1; 1].

3. Многочлены Эрмита определяются формулой

  ,  n = 0, 1, 2, ... .

Они образуют ортогональный базис в пространстве функций, задан-
ных на множестве действительных чисел, со скалярным произведением
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То есть

,   i, j= 0, 1, 2, ... .

Выпишем несколько первых многочленов Эрмита

Разложение функции в ряд Фурье по всем вышеописанным системам 
функций, как и прежде, будет иметь вид

f , где <, > — соответствующее скалярное произ-

ведение, а {ek} — подходящий ортогональный базис.
Рассмотрим по одному конкретному примеру для каждой из при-

веденных нами ранее ортогональных систем функций.

Пример. Разложить функцию y=arccos x+1 в ряд Фурье на интервале  
(–1; 1) по системе многочленов Чебышева.

Искомое разложение функции y=arccos x+1 в ряд Фурье на интер-
вале (–1; 1) по системе T0(x), T1(x), T2(x),... имеет вид

x (23)

где коэффициенты Фурье a0, a1, a2,... определяются по формулам

 

;

(24)

Интегралы
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вычисляем, делая замену переменной x=cosθ, затем используем формулу 
Tn(x)=cos(n ·arccos x) и интегрируем по частям. Получаем

d

d

 

 

 , 

 

 

 ,  n = 1,2,... .

n

 

Вычисляем интегралы 

d
n

n

n

 .

  . 

  .

При n=0

d
n

n

n

 .

  . 

  .

При n=1, 2,...

d
n

n

n

 .

  . 

  .

Подставляя вычисленные интегралы в (10), получаем
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Подставляем найденные значения коэффициентов a0, a1, a2,... в (9).
Получаем

Пример. Разложить функцию y = x3 в ряд Фурье на интервале (0; 1) 
по системе многочленов Лежандра.

Искомое разложение функции y = x3 в ряд Фурье на интервале (0; 1) 
по системе P0(x), P1(x), P2(x),... имеет вид

x (25)

где коэффициенты a0, a1, a2,... определяются по формулам:

x
(26)

Вычисляем интегралы

x (27)

пользуясь формулой  и, интегрируя по 
частям, получаем

xx

xx

 , 

x

x x

x

x

x

x

  ,

  ,

  .



38

x

x x

x

x

x

x

  ,

  ,

  .

Интегралы (27) при n > 3 равны нулю.
Интегралы

тоже можно вычислить, пользуясь формулой   

и интегрируя по частям. Так было установлено, что

Подставляя вычисленные интегралы в (12), получаем

Подставляем найденные значения коэффициентов a0, a1, a2,... в (25). 
Получаем

Справедливость последнего равенства легко проверить, зная что 

и
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Пример. Разложить функцию y = e 2·x в ряд Фурье на интервале 
(–∞, ∞) по системе многочленов Эрмита.

Искомое разложение функции y = e2·x в ряд Фурье на интервале 
(–∞, ∞) по системе H0(x), H1(x), H2(x),... имеет вид

(28)

где коэффициенты a0, a1, a2,... определяются по формулам:

 . (29)

Для нахождения a0, a1, a2,... вычисляем интегралы

; 

Интегралы

вычисляются специальными методами.
Подставляя вычисленные интегралы в (29), получаем

 

Подставляем найденные значения коэффициентов a0, a1, a2,... в (28). 
Получаем искомое разложение
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