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7  Демонстрационный вариант 
контрольной работы № 7

ЗАДАЧА 1

Исследовать сходимость знакоположительнго ряда	           пользуясь признаком сходи-
мости Даламбера.

Решение:
Применим признак Даламбера для знакоположительного ряда:

Если существует предел отношения		       то при q < 1 ряд (1) сходится, 
при q > 1 — расходится.

Так как общий член ряда имеет вид 		     то последующий член ряда

Тогда:

Следовательно, ряд сходится.

ЗАДАЧА 2

1.	 Исследовать сходимость знакоположительного ряда

пользуясь признаком сравнения или предельным признаком сравнения.

Решение:
Применим признак сравнения для знакоположительного ряда (1). Пусть даны три зна-
коположительных ряда (1), (2), (3):
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Если для всех n ∈ N выполняется неравенство		     то из сходимости ряда (3) 
следует сходимость ряда (1), из расходимости ряда (2) следует расходимость ряда (1).

Замечание. В качестве оценочных рядов (2) или (3) удобно применять геометри-
ческий ряд:

который сходится при знаменателе q < 1 и расходится при q ≥ 1, или обобщенно гармо-
нический ряд:

Обобщенно гармонический ряд сходится при степени p > 1 и расходится при p ≤ 1.

Ряд	                         полученный из обобщенно гармонического при p = 1 называется гармоническим.

В данном ряде	           общий член равен	            .

Cравним его с членом геометрического ряда

Так как знаменатель геометрического ряда	  то по признаку сравнения схо-
дится и данный ряд.

2.	 Исследовать сходимость знакоположительного ряда

пользуясь признаком сравнения или предельным признаком сравнения.

Решение:
Применим предельный признак сравнения для знакоположительного ряда (1). Пусть 
даны два знакоположительных ряда (1) и (2). Если существует конечный, отличный от нуля, 
предел                                              то ряды (1) и (2) сходятся или расходятся одновременно.

Общий член an исходного  ряда равен
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В качестве bn возьмем общий член гармонического ряда
Имеем:

Так как гармонический ряд	        расходится,

то исходный ряд по предельному признаку сравнения тоже расходится.

ЗАДАЧА 3

Исследовать сходимость  знакоположительного ряда 		      пользуясь радикаль-
ным признаком сходимости Коши.

Решение:
Применим радикальный признак сходимости Коши. Пусть дан ряд (1), члены 

которого an ≥ 0 и существует конечный или бесконечный предел
Тогда ряд (1) сходится при B < 1 и расходится при B > 1.
Вычислим предел:

следовательно, исходный ряд сходится.

ЗАДАЧА 4

Исследовать сходимость знакоположительного ряд пользуясь интеграль-
ным признаком сходимости Коши.

Решение:
Применим интегральный признак сходимости Коши. Пусть дан ряд (1), члены которо-

го an ≥ 0 и последовательность {an} невозрастающая, то есть a1 ≥ a2 ≥ … ≥ an ≥ … , а функция f (x), 
определенная при x ≥ 1, непрерывная и невозрастающая и f (1) = a1, f (2) = a2, f (n) = an, … .

Тогда для сходимости ряда (1) необходимо и достаточно сходимость несобственного 
интеграла:
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Так как функция 		         непрерывна при x > 1 и убывает при тех же значения х,

то рассмотрим несобственный интеграл		      и исследуем его сходимость.

По определению несобственного интеграла имеем

Для вычисления интеграла, воспользуемся заменой переменной		         тогда 

		  значит, 		          пределы определенного интеграла изменятся согласно 
замене переменной:

получим:

Интеграл сходится, значит исходный ряд также сходится.

ЗАДАЧА 5

1.	 Выяснить, сходится ли ряд		       абсолютно, условно или расходятся.

Решение:
Данный ряд знакочередующийся.
Ряд, называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд, составленный из абсо-

лютных величин знакочередующегося ряда.
Для данного ряда удобно применить достаточный признак сходимости знакопере-

менного ряда (в частности, знакочередующегося ряда).

Если ряд 	            сходится, то сходится и ряд	              где общий член ряда может быть как

положительным, так и отрицательным.
Исследуем на сходимость ряд, составленный из модулей членов знакочередую-

щегося ряда:
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этот ряд знакоположительный. Он сходится по интегральному признаку Коши (см. зада-
чу 4), значит, по достаточному признаку сходимости знакочередующегося ряда, данный  
ряд сходится абсолютно.

2.	 Выяснить, сходится ли ряд		      абсолютно, условно или расходятся.

Решение:
Исследуем сначала на сходимость ряд, составленный из модулей членов знакочере-

дующегося ряда:

этот ряд знакоположительный.  Исследование на сходимость этого ряда приведено 
в задаче 2 (2), он расходится по предельному признаку сравнения. Значит, исходный 
ряд не сходится абсолютно. 

Рассмотрим теперь исходный ряд 

Применим признак Лейбница для знакочередующегося ряда:

Знакочередующийся ряд сходится, если выполняются условия: 
1)	 последовательность абсолютных величин членов ряда монотонно убывает, 

т. e. a1 > a2 > a3 > … > …;
2)	 абсолютная величина общего члена ряда, стремится к нулю:

Проверим два условия сходимости признака Лейбница для данного ряда:

1)	 Члены данного ряда по абсолютной величине убывают:

2)	

Следовательно, по признаку Лейбница ряд		          сходится.

Так как этот ряд не сходится абсолютно, а сходится как знакочередующийся ряд, 
то он сходится условно.
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ЗАДАЧА 6

Для степенных рядов:

1.	

2.	

написать первые четыре члена, найти радиус, интервал сходимости рядов и исследуйте 
их сходимость на концах интервала.

Решение:
Введем основные понятия. Ряд:

называется степенным по степеням x.
Рассматривают также степенной ряд по степеням (x – x0):

С помощью замены x – x0 = x ряд (5) сводится к ряду (4).
Радиус сходимости степенных рядов (4), (5) найдем с помощью формулы:

где cn — коэффициенты степенных рядов, 
а 		         — общие члены рядов (4), (5) соответственно.

Тогда степенной ряд (4) сходится при x∈ (– R; R), где (– R; R) называется интервалом 
сходимости степенного ряда (4). Концы интервала x = ± R исследуются на сходимость  
путем подставления их значений в ряд (4).

В случае степенного ряда (5), его интервал сходимости определяется из неравенства  
– R < x – x0 < R, откуда x0 – R < x < R + x0, то есть x ∈ (x0 – R; R + x0).

Концы интервала x = x0 ± R исследуются на сходимость  путем подставления их зна-
чений в ряд (5).

1.	 Запишем первые четыре члена ряда 
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Найдем радиус сходимости  степенного ряда с помощью его коэффициентов:

Значит, степенной ряд сходится на интервале

Теперь выясним поведение ряда на концах интервала сходимости.

На левом конце при 1
2

x =-  данный степенной ряд примет вид:

Для исследования  сходимости знакочередующегося числового ряда применим при-
знак Лейбница:

1)	  

2)	  

то есть последовательность		  убывает, значит, по признаку Лейбница ряд

	           сходится, то есть при 	   данный степенной ряд сходится.

При	  получим знакоположительный числовой ряд:

Полученный ряд является обобщенно гармоническим, степень которого равна 2 > 1, 
значит этот ряд сходится, то есть при	        данный степенной ряд сходится.

Итак, степенной ряд сходится при 		         то есть областью сходимости степенного

ряда является отрезок
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2.	 Запишем первые три члена ряда  

Найдем радиус сходимости данного степенного ряда:

Откуда, из неравенства – 1 < x + 3 < 1, следует интервал сходимости степенного 
ряда (– 4; – 2). Теперь выясним поведение ряда на концах интервала сходимости.

На левом конце при x = – 4 данный степенной ряд примет вид:

Для исследования  сходимости знакочередующегося числового ряда применим при-
знак Лейбница:

1)	  

2)	

то есть последовательность 	          убывает, значит, по признаку Лейбница ряд 

	         сходится, то есть при x = – 4 данный степенной ряд сходится.

При x = – 2 получим знакоположительный числовой ряд 

Полученный ряд является обобщенно гармоническим, степень которого равна
значит этот ряд расходится, то есть при x = – 2 данный степенной ряд расходится.

Итак, ряд сходится при x∈ [– 4; – 2), то есть областью сходимости ряда степенного ряда 
является полуинтервал [– 4; – 2).
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ЗАДАЧА 7

Найти  значение функции sin 0,5 с точностью до 0,001. При вычислении воспользоваться 
соответствующими разложениями в ряд Маклорена.

Решение:
В приближенных вычислениях применяются разложения некоторых элементарных 

функций в ряд Маклорена (ряд Тейлора по степеням x):

1.	

2.	

3.	

4.	

5.	

6.	

где 			    — биномиальные коэффициенты;

7.	

8.	

Воспользуемся разложением функции   в ряд Маклорена, получим:
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Так как                                                 а                                                то для нахождения sin 0,5

с точностью до 0,001 достаточно первых двух слагаемых: 

Замечание. В некоторых случаях при вычислении значений функций, с заданной 
точностью, необходимо сначала выполнить элементарные преобразования, а затем при-
менить соответствующие разложения в ряд Маклорена , например, при вычислении

	 представим это значение в виде

Далее к выражению	               применяют соответствующее разложение в ряд Маклорена.

( )51 0 5 0 0003 0 001
5!

, , ,  ,» <( )31 0 5 0 0208 0 001
3!

, , , ,» >

( )310 5 0 5 0 5 0 5 0 0208 0 479
3!
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1
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1

1 3
3

3

3

1 1 1 130 1
3 927 3 127 1
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- æ ö÷ç= = = + ÷ç ÷ç ÷è øæ ö+ ÷ç + ÷ç ÷÷çè ø1
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