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Среднее квадратическое отклонение случайной величины Х вычисляется 
по формуле 		        А значит, 

3.	 Учитывая, что 

вычислим вероятность того, что случайная величина X примет значение 
из промежутка (0,2; 0,6). Итак,

ЗАДАЧА 3.3

Для функции

найдите значение параметра λ, при котором она является плотностью распределения 
вероятностей некоторой непрерывной случайной величины X.

Вычислите:
1)	 математическое ожидание M(X);
2)	 вероятность того, что случайная величина X примет значение 

из промежутка (2; 3).

Решение:
1.	 Напомним, что несобственные интегралы I рода определяются 

следующим образом:

где с — произвольное число.
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Учитывая, что		           найдем значение параметра λ. Итак, имеем:

Таким образом, 	          или λ = 3. 

2.	 Математическое ожидание непрерывной случайной величины X 
вычисляется по формуле:

Таким образом, имеем:

3.	 Учитывая, что 

а также то, что

вычислим вероятность попадания случайной величины Х в промежуток (2; 3):

ЗАДАЧА 4

1.	 Случайный вектор Х с математическим ожиданием

и ковариационной матрицей 		      	            подвергается линейному

преобразованию
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Найдите математическое ожидание M(Y), ковариационную матрицу K(Y) 
и нормированную ковариационную матрицу C(Y) преобразованного 
вектора Y = A × X + C.

2.	 Найдите дисперсию D(Y) случайной величины Y = X2 – X1 + 4X3 – 5,

если известна ковариационная матрица
случайного вектора Х.

Решение:
1.	 Если для k-мерного случайного вектора		  известны математическое

ожидание 				          и ковариационная матрица

где 			      — ковариация между случайными величинами Xi и Xj ,

	          а 			       — центрированная случайная величина Xi, то

При этом, ковариационная матрица K(X) симметрична, так как kij = kji.
Нормированная ковариационная матрица получается путём деления всех 
элементов ковариационной матрицы на произведение соответствующих 
средних квадратических отклонений:

( )
4 2 1
2 25 1
1 1 9

K X

æ ö- - ÷ç ÷ç ÷ç ÷= -ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷- ÷çè ø

1

2

k

X
X

X

X

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø



( )

( )
( )

( )

1 1

22

kk

M X M
MM X

M X

MM X

æ ö æ ö÷ç ÷ç÷ç ÷ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ÷ ç ÷ç= =÷ ç ÷ç ÷ ç ÷÷ç ÷ç÷ç ÷ç÷ç ÷ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç÷ç è øè ø




( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1 11 12 1

21 22 22 1 2 2 2

1 21 2

k k

kk

k k kkk k k k

k X , X k X , X k X , X k k k
k k kk X , X k X , X k X , X

K X ,

k k kk X , X k X , X k X , X

æ ö æ ö÷ç ÷ç÷ç ÷ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ÷ ç ÷ç= =÷ ç ÷ç ÷ ç ÷÷ç ÷ç÷ç ÷ç÷ç ÷ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç÷ç è øè ø







   
   





ij i jk M( X X )= ´
 

1, i, j k ,=

1, 

( )i i iX X M X= -


( )ii i i i ik M( X X ) D X D .= ´ = =
 

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 1 2 1
11 12

1 1 1 2 1 1 1 1 2

2 1 2 2 2

2 1 2 2 2

1 2

1 2

k

k

k

k

k k k k

k k k k

k X , X k X , X k X , X k k
X X X X X X
k X , X k X , X k X , X

C X X X X X X X

k X , X k X , X k X , X
X X X X X X

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ´ ´ ´ ÷ç ´ ´÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= =ç ´ ´ ´ ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ´ ´ ´ ÷çè ø







   



σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

1

1
12 1

221 22
21 2

2 1 2 2 2

1 2
1 2

1 2

1
1

1

k

k
k

k
k

k

k k
k k kk

k k k k

k

kk k
,

k k k

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷´ç ÷ æ öç ÷ ÷çç ÷ ÷çç ÷ ÷÷ çç ÷÷ çç ÷÷ çç ÷÷´ ´ ´ =çç ÷÷ ç ÷ç ÷ ÷çç ÷ ÷çç ÷ ÷ç÷ç ÷÷ çç ÷çè ø÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ´ ´ ´è ø





   

   





σ σ ρ ρ
ρ ρ

σ σ σ σ σ σ

ρ ρ

σ σ σ σ σ σ



36

где 		          — коэффициент корреляции между случайными величинами

Xi и Xj , а 

И, наконец, математическое ожидание M(Y) и ковариационная 
матрица K(Y) n-мерного случайного вектора Y, полученного в результате 
линейного преобразования			    k-мерного случайного вектора X,

 вычисляются по следующим формулам:

Итак,

Учитывая, что k(Y1, Y1) = 36, k(Y2, Y2) = 325, k(Y3, Y3) = 474, вычисляем

Используя полученное, выписываем нормированную ковариационную 
матрицу C(Y)преобразованного вектора Y:

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 1 2 1
11 12

1 1 1 2 1 1 1 1 2

2 1 2 2 2

2 1 2 2 2

1 2

1 2

k

k

k

k

k k k k

k k k k

k X , X k X , X k X , X k k
X X X X X X
k X , X k X , X k X , X

C X X X X X X X

k X , X k X , X k X , X
X X X X X X

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ´ ´ ´ ÷ç ´ ´÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷= =ç ´ ´ ´ ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ´ ´ ´ ÷çè ø







   



σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

σ σ σ σ σ σ

1

1
12 1

221 22
21 2

2 1 2 2 2

1 2
1 2

1 2

1
1

1

k

k
k

k
k

k

k k
k k kk

k k k k

k

kk k
,

k k k

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷´ç ÷ æ öç ÷ ÷çç ÷ ÷çç ÷ ÷÷ çç ÷÷ çç ÷÷ çç ÷÷´ ´ ´ =çç ÷÷ ç ÷ç ÷ ÷çç ÷ ÷çç ÷ ÷ç÷ç ÷÷ çç ÷çè ø÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ´ ´ ´è ø





   

   





σ σ ρ ρ
ρ ρ

σ σ σ σ σ σ

ρ ρ

σ σ σ σ σ σ

ij
ij

i j

k
=

´
ρ

σ σ
2, 1, ii i ik D i, j k.= = =σ

( ) ( ) ( ) ( )1 11 n ,k k , n ,n ,
y A x C= ´ +

( ) ( )M Y A M X C,= ´ +

( ) ( ) TK Y A K X A .= ´ ´

0 1 2 2 3 11 3 14
3 3 4 3 6 19 6 25
2 5 1 4 1 7 1 6

M(Y ) ,

æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö- ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷= - ´ - + - = - + - = -ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷- -÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç çè ø è ø è ø è ø è ø è ø

0 1 2 9 2 1 0 3 2 36 90 81
3 3 4 2 16 1 1 3 5 90 325 332
2 5 1 1 1 4 2 4 1 81 332 474

K(Y ) .

æ ö æ ö æ ö æ ö- - -÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷= - ´ - ´ - = -ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷- - -÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è ø è ø è ø
2 5 1 1 1 4 2 4 1 81 332 474

( ) ( ) ( )1 2 336 6, 325 5 13, 474Y Y Y .= = = = =σ σ σ



37

2.	 Теперь рассмотрим частный случай линейного преобразования. Пусть

или

Тогда 				        а 

то есть ковариационная матрица K(Y) вырождается в дисперсию D(Y).
Учитывая то, что								                 или

					           получаем: 

ЗАДАЧА 5

Двумерная случайная величина (X, Y) распределена по нормальному закону. Требуется 
по результатам наблюдений двумерной случайной величины (xi , yi), i = 1, 2, …, 10, оценить 
параметры mx , my , σx , σy , ρ и составить уравнение линейной регрессии Y на X.

(x1 , y1) (x2 , y2) (x3 , y3) (x4 , y4) (x5 , y5) (x6 , y6) (x7 , y7) (x8 , y8) (x9 , y9) (x10 , y10)

(1,54; 0,72) (2,83; 7,01) (– 1,26; 1,31) (1,86; 2,53) (1,32; 3,10) (– 0,31; 0,83) (0,57; 1,54) (1,34; 4,07) (4,58; 6,24) (3,77; 5,68)
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Решение:
Для двумерного нормального вектора (X,Y) плотность совместного распределения 

имеет вид:

и определяется пятью параметрами mx , my , σx , σy , ρ.
Можно доказать, что эти параметры имеют следующий смысл:

Оценки математического ожидания и дисперсии могут быть получены с использова-
нием следующих формул:

				               — оценки математического ожидания;

					          — оценки дисперсии;

						                 — смещённая оценка ковариации между 

случайными величинами;

		   — оценка коэффициента корреляции.

Оценки	            дисперсий и ковариации	    являются смещёнными. Смещение устра-
няется умножением на множитель	  :

				     — оценки математического ожидания случайных величин X и Y;

			    — оценки дисперсий случайных величин X и Y, соответственно;

			         — несмещённые оценки дисперсий случайных

величин X и Y, соответственно;

	        — несмещённая оценка ковариации между случайными величинами X и Y;

	          — смещённая оценка ковариации между случайными величинами X и Y;

	         — оценка коэффициента корреляции между случайными величинами X и Y.
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Реальным воплощением корреляционной зависимости между случайными величинами 
X и Y являются функции регрессии, позволяющие прогнозировать Y по значениям X = x, 
и наоборот. В общем случае, эти функции нелинейны, и соответствующая корреляция 
называется криволинейной.

Коэффициент корреляции характеризует только линейную корреляцию и позволяет 
построить только линейные (прямые) регрессии:

		             — уравнение прямой регрессии Y на X;

		             — уравнение прямой регрессии X на Y.

Здесь

 коэффициенты регрессии (угловые коэффициенты прямых регрессии).
Вычислим коэффициент регрессии Y на X:

Тогда						               — уравнение прямой регрессии Y на X.

ЗАДАЧА 6

Для определения приращений координат Δx, Δy между двумя точками P1 и P2 плоскости 
независимо измерены расстояние s между этими точками со среднеквадратической ошиб-
кой σs и угол φ между направлением вектора          и направлением оси абсцисс использу-
емой правой прямоугольной системы координат со среднеквадратической ошибкой σΦ. 
Получено: расстояние S = 100 м и угол Φ = 30°.

Требуется оценить ковариационную матрицу вычисленных приращений координат 
Δx = s × cos φ, Δy = s × sin φ.

Решение:
Так как измерения выполнены независимо, то ковариационная матрица случайного 

вектора (S, Φ) имеет диагональный вид:

где μ — количество секунд в одном радиане.

—
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Преобразование между двумерным случайным вектором измерений (S, Φ) и искомым 
вектором (ΔX, ΔY) является нелинейным. В этом случае, ковариационную матрицу можно 
определить приближённо по формуле:

где KX — ковариационная матрица исходного случайного вектора    
KY — ковариационная матрица случайного вектора	  , полученного в результате нели-
нейного преобразования		     случайного вектора X,
     — численное значение матрицы Якоби (матрицы частных производных)
 преобразования	             .

Составим якобиеву матрицу заданного преобразования:

Значение этой матрицы при S = 100 м,  Φ = 30° даёт нужную матрицу B.
Имеем:

Тогда:

Вычислим оценки среднеквадратических ошибок и коэффициента корреляции:
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ЗАДАЧА 7

Двумя методами произведены измерения одной и той же физической величины. Первым 
методом эта величина измерялась 10 раз, вторым — 8 раз. В первом случае получена 
несмещённая оценка дисперсии                 во втором —                 Можно ли считать, 
что оба метода обеспечивают одинаковую точность? Уровень значимости принять 
α = 0,05. Предполагается, что результаты измерений распределены нормально 
и выборки независимы.

Решение:
Из условия следует, что нам необходимо проверить нулевую гипотезу H0: σ

2
1 = σ2

2 

против альтернативной гипотезы H0: σ
2

1 > σ2
2 (второй метод измерений обеспечивает 

более высокую точность). Для этого надо вычислить наблюдаемое значение критерия 
(отношение бо́льшей несмещённой дисперсии к мен́ьшей):

Если предположить, что нулевая гипотеза верна, то выборочная статистика F имеет 
распределение Фишера с k1 = n1 – 1 и k2 = n2 – 1 степенями свободы (k1 — число степеней 
свободы, соответствующих бо́льшей дисперсии). Тогда по таблице критических точек 
распределения Фишера по заданному уровню значимости α и числам степеней свободы 
k1 и k2 нужно найти критическую точку Fкр(α; k1; k2). Если Fнабл < Fкр — нет оснований 
отвергнуть нулевую гипотезу. Если Fнабл > Fкр — нулевую гипотезу отвергают.

Вычислим наблюдаемое значение статистики:

По таблице критических точек распределения Фишера по уровню значимости α = 0,05  
и числам степеней свободы k1 = 10 – 1 = 9 и k2 = 8 – 1 = 7 находим критическую точ-
ку Fкр(0,05; 9; 7).

Так как Fнабл = 2,05 < 3,68, то нет основания для отклонения нулевой гипотезы. Иначе 
говоря, имеющаяся информация о точности этих методов не даёт основания считать, 
что второй метод измерения лучше первого.

ЗАДАЧА 8

Дан сгруппированный статистический ряд распределения частот. С помощью крите-
рия χ2 Пирсона проверить гипотезу о нормальном распределении генеральной совокуп-
ности при уровне значимости α = 0,05.

Интервалы [xi – 1, xi) [12,1; 12,3) [12,3; 12,5) [12,5; 12,7) [12,7; 12,9) [12,9; 13,1]

Частоты ni 14 17 27 25 17
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Решение:
Для проверки нулевой гипотезы о том, что гипотетическая функция распределения F(x) 

(в нашем случае, функция распределения нормального закона) значимо представляет 
данную выборку, выполняют следующие действия:

1.	 На основании гипотетической функции распределения вычисляют 
вероятности попадания случайной величины X в частичные интервалы

2.	 Умножая полученные вероятности pi на объём выборки

получают теоретические частоты npi частичных интервалов
то есть частоты, которые следует ожидать если нулевая гипотеза справедлива.

3.	 Вычисляют выборочную статистику (критерий) χ2:

Если нулевая гипотеза верна, то при n → ∞ закон распределения выборочной статистики

		   независимо от вида функции F(x) стремится к закону распределения χ2 
с v = k – r – 1 степенями свободы (k — число частичных интервалов, r — число параметров 
гипотетической функции F(x), оцениваемых по данным выборки).

Для того, чтобы проверить нулевую гипотезу, необходимо найти по таблицам крити-
ческих точек χ2-распределения  по заданному уровню значимости α и числу степеней 
свободы v = k – r – 1 критическое значение χ2

кр, удовлетворяющее условию:

Если	           то нулевая гипотеза отвергается в пользу альтернативной, то есть 
считается, что гипотетическая функция не согласуется с опытными данными.

Если	           то считается, что нет оснований для отклонения нулевой гипотезы, 
то есть гипотетическая функция F(x) согласуется с опытными данными.

Из условия нашей задачи следует, что точные параметры гипотетического нормального 
закона нам не известны, поэтому нулевую гипотезу можно сформулировать следующим 
образом: H0: F(x)является функцией нормального распределения с параметрами

Для проверки этой нулевой гипотезы составим статистический ряд распределения 
для середин промежутков. Середины статистического ряда распределения находятся 
по формуле:
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Середины промежутков xi
* 12,2 12,4 12,6 12,8 13

Частоты ni 14 17 27 25 17

Далее, вычислим оценки математического ожидания и среднего квадратического 
отклонения нормально распределённой случайной величины:

Для нахождения теоретических частот составим вспомогательную таблицу:

№ 
промежутка

Концы промежутков
Φ(zi – 1) Φ(zi ) npi = n × (Φ(zi ) – Φ(zi – 1))

xi – 1 xi

1 12,1 12,3 – ∞ – 1,28 – 0,5 – 0,3997 10,03

2 12,3 12,5 – 1,28 – 0,5 – 0,3997 – 0,1915 20,82

3 12,5 12,7 – 0,5 0,28 – 0,1915 0,1103 30,18

4 12,7 12,9 0,28 1,06 0,1103 0,3554 24,51

5 12,9 13,1 1,06 + ∞ 0,3554 0,5 14,46

Вычислим наблюдаемое значение статистического критерия:

По таблице критических точек критерия χ2 по уровню значимости α = 0,05 и числу 
степеней свободы ν = 5 – 1 – 2 = 2 находим χ2

кр: χ
2

кр = 6. Так как χ2
набл < χ2

кр , то нет оснований 
отвергнуть гипотезу о нормальном распределении генеральной совокупности.
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