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6  Вопросы для самоконтроля

«Дифференциальные уравнения»

1.	 Дифференциальные уравнения первого порядка. Общее и частное решения. 
Задача Коши. Общий интеграл.

2.	 Уравнения с разделяющимися переменными. Схема интегрирования.
3.	 Однородные дифференциальные уравнения. Схема интегрирования.
4.	 Линейные дифференциальные уравнения первого порядка. 

Схема интегрирования.
5.	 Уравнения Бернулли. Схема интегрирования.
6.	 Уравнения в полных дифференциалах. Схема интегрирования.
7.	 Дифференциальные уравнения второго и высших порядков. Задача Коши. 

Общее решение.
8.	 Уравнения, допускающие понижение порядка.
9.	 Линейные дифференциальные уравнения второго и высших порядков. 

Общее решение.
10.	 Однородные линейные дифференциальные уравнения с постоянными 

коэффициентами. Характеристическое уравнение. Построение общего 
решения для уравнения второго порядка.

11.	 Линейные неоднородные дифференциальные уравнения. 
Структура общего решения.

12.	 Интегрирование линейного неоднородного дифференциального уравнения 
с постоянными коэффициентами и правой частью специального вида:

•  

• 

• 

• 

13.	 Интегрирование нормальных систем дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами.

( ) ( );n f x P x=

( ) ( ) ;x
nf x P x eα=

( ) ( ) ( ) ;n mf x P x cos x Q x sin xβ β= +

( ) ( ) ( )( )x
n mf x e P x cos x Q x sin x  .α β β= +
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7  Демонстрационный вариант 
контрольной работы № 8

ЗАДАЧА 1

Найдите общий интеграл дифференциального уравнения:

Решение:
Данное уравнение относится к уравнению с разделяющимися переменными.

Используя обозначение	       перепишем заданное уравнение в виде: 

а затем, умножив обе части уравнения на дробь	    , получим: 

Проинтегрируем обе части уравнения:

Следовательно,			          или		     —  общее решение (общий интеграл).

Здесь 

Замечание: При решении уравнения мы предполагаем, что y3 + 1 ≠ 0.
Если же y3 + 1 = 0, то y = – 1. Это решение может быть получено из общего решения: 2

23
3 21

x
y ce+ =  при c = 0.

( )
2

3
1

1 1
3 2

xln y lnc .+ + =

( )3 2
1

31
2

ln y c x+ =

2

23
3 21

x
y ce+ =

1

1c .
c

=

2
3 1y y y .

x
= +

¢

dyy ,
dx

¢ =

2
3 1dy y y ,

dx x
= +

3 1
xdx  

y +

1

2

3 1
y dy xdx.

y
=

+

2

3 ;
1

y dy xdx
y

ò = ò
+
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ЗАДАЧА 2

Найти решение задачи Коши y′ + yx = ex (1 + x), y (0) = 2.

Решение:
Данное уравнение является линейным дифференциальным уравнением вида

y′ + p (x) y = q(x),

которое можно решить методом Бернулли. С этой целью делаем подстановку y = uv
где u (x) uv (x) — неизвестные функции. Тогда y′ = u′v + v′u. Подставим y и y′ в уравнение: 
u′v + v′u + p (x) uv = q(x) или u′v + u(v′ + p (x) v) = q(x). Одну из функций, а именно v(x),
выбираем как частное решение уравнения v′ + p (x) v = 0. Следовательно, u(x) находим 
из уравнения u′v = q(x).

Применим этот метод к заданному уравнению.
Пусть y = uv, y′ = u′v + v′u. Тогда уравнение принимает вид:

u′v + v′u + uvx = ex (1 + x) или u′v + u′(v′ + vx) = ex (1 + x).

Из условия v′ + vx = 0 находим v(x):

Подставляем значение		   в уравнение (*):

Тогда: 

Итак, общее решение заданного уравнения:
Для нахождения частного решения, удовлетворяющего заданным начальным усло-

виям y(0) = 2, поставим  в общее решение x = 0, y = 2. Тогда 2 = 1 + c. Следовательно, 
c = 1 и и частное решение имеет вид:

22
2

2

xdv dv xv vx      vx      xdx     ln v     v e  .
dx v

-
¢=- Þ =- Þ =- Þ =- Þ =

2

2
x

v e
-

=

( ) ( )
2 2

2 21 1
x x xxu e e x   u e x

- +
× = + Þ = + Þ¢ ¢

( )
2 2 22
2 2 21

2

x x xx x xxu e x dx e d x e c.
+ + +æ ö÷ç ÷= ò + = ò + = +ç ÷ç ÷çè ø

2

2 2 2

2 2 2
x x xx xu .v e e c e ce

- + -æ ö÷ç ÷ç× = + = +÷ç ÷ç ÷çè ø
2

2
x

x .y uv e ce
-

= = +

2

2
x

xy e e  .
-

= +

(*)



17

ЗАДАЧА 3

Найти общий интеграл дифференциального уравнения

(x2 + y2 + y)dx + (2xy + x + ey) dy = 0.

В ответе запишите значение c, при котором интегральная кривая проходит 
через начало координат.

Решение:
Проверим, является ли заданное уравнение (x2 + y2 + y)dx + (2xy + x + ey) dy = 0 урав-

нением в полных дифференциалах:

Равенство		       выполняется.

Следовательно, данное уравнение является уравнением в полных дифференциалах, 
т.е. существует функция u = u (x, y) такая, что:

В этом случае уравнение можно записать в виде

du = 0.

Тогда общий интеграл уравнения имеет вид

u (x, y) = C.

Функцию u (x, y) можно найти по следующей схеме. Проинтегрировав равенство

		      по переменной x, получим

где φ(y) — неизвестная функция, подлежащая определению.

Частная производная этого выражения по переменной y должна совпадать с функцией

							     

Из этого равенства находим φ(y) и составляем общий интеграл исходного уравнения.

( ) 2 2 ;  2 1; PP x , y x y y         y  
y

¶
= + + = +

¶

( ) 2 ; 2 1y QQ x , y xy x e       y .
x

¶
= + + = +

¶
P Q
y x

¶ ¶
=

¶ ¶

2 2 2 yu ux y y ,  xy x e .
x y

¶ ¶
= + + = + +

¶ ¶

( )u P x , y
x

¶
=

¶
( ) ( ) ( )u x , y P x , y dx y ,φ= ò +

( ) ( ) ( ) ( )'
yQ x , y , т.е.  ( P x , y dx y ) Q x , y .φò + =
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Так как: 

Найдем φ(y). Для этого продифференцируем u (x, y) по y и приравняем полученную 
производную к Q (x, y) = 2xy + x + ey.

В результате получим (2y + 1)x + φ′(y) = 2xy + x + ey.

Отсюда φ′(y) = ey. Следовательно, φ(y) = ey + c.

Итак, 					     а выражение

является общим интегралом уравнения.
Подставим в это решение начальные условия y(0) = 0, получим c = 1.

Ответ: c = 1.

ЗАДАЧА 4

Найти общее решение уравнения

y″ = sin x.

Решение:
Данное уравнение относится к уравнениям второго порядка и его общее решение имеет 

вид y = φ (x, C1, C2), где C1 и C2 — произвольные константы. Одним из методов интегриро-
вания уравнений 2‑ого порядка является метод понижения порядка. Суть метода состоит 
в том, что с помощью либо последовательного интегрирования, либо путем замены 
переменной уравнение 2‑ого порядка сводится к уравнению 1‑ого порядка. К данному 
уравнению применим метод последовательного интегрирования.

Проинтегрируем y″ = sin x последовательно два раза:

Итак,			        — общее решение данного уравнения. 

( ) ( )
3

2

3
yxu x , y y y x e с, = + + + +

( ) ( ) ( ) ( )
3

2 2 2 2 2 то
3

u xx y y ,   u x , y x y y dx y y x y .
x

φ¶
= + + = ò + + = + + +

¶

3

( )
3

2

3
yx y y x e c+ + + =

1 1;y sin xdx C cos x C¢ = ò + =- +

1 2 1 2y ( cos x C )dx C sin x C x C  .= ò - + + =- + +

1 2y sin x C x C=- + +
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ЗАДАЧА 5

Найти общее решение уравнения

Решение:
Данное уравнение относится к линейным однородным дифференциальным уравнениям

где p и q — заданные числовые коэффициенты.
Для отыскания общего решения y = φ (x, C1, C2) уравнения составляют характеристи-

ческое уравнение:

Оно получается из уравнения (1) заменой в нем y на 1, y′ на k, y″ на k2. Общее решение 
уравнения (1) строится в зависимости от корней k1 и k2 уравнения (2).

1.	 Если k1 ≠ k2 — действительные корни уравнения (2), тогда общее решение 
уравнения (1) имеет вид:

2.	 Если k1 = k2 = k, то общее решение уравнения (1) имеет вид:

3.	 Если k1 и k2  — комплексные корни уравнения (2), т.е. k1,2 = α ± iβ, то общее 
решение уравнения (1) имеет вид:

Характеристическое уравнение для заданного дифференциального уравнения 
имеет вид:

k2 = 5k + 6 = 0.

Решая его, находим корни k1 = 2, k2 = 3, т.е. корни действительные и различные.
Следовательно, общим решением заданного дифференциального уравнения 

является функция:

5 6 0y y y .+¢- =¢¢

0 y py qy  ,      ¢¢+ + =¢

2 0 k pk q .+ + =

1 2
1 2

k x k xy C e C e  .= +

( )1 2
xy e C C x .α= +

( )1 2
xy e C cos x C sin x .α β β= +

2 3
1 2

x xy C e C e .   = +

(1)

(2)
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ЗАДАЧА 6

Найти общее решение уравнения

Решение:
Характеристическое уравнение имеет вид:

k2 = 6k + 9 = 0.

Решая его, получим корни k1 = k2 = – 3, т.е. корни одинаковые. Следовательно, общее 
решение имеет вид:

ЗАДАЧА 7

Найти общее решение уравнения

Решение:
Составим характеристическое уравнение:

k2 = k + 7 = 0.

Очевидно, что это уравнение с отрицательным дискриминантом. Следовательно, 
корни этого уравнения комплексные. Найдем корни:

где

В нашем случае

Тогда общее решение имеет вид: 

( )3
1 2

xy e C C x .-= +

1 2
1 1 28 1 27 1 27

2 2 2 2,
ik i ,- ± - - ±

= = =- ±

1i .= -

1 27 
2 2

, .α β=- =

2 2

2
1 2

27 27
2 2

x

y e C cos x C sin x .
- æ ö÷ç ÷ç= + ÷ç ÷ç ÷è ø

6 9 0 y y y .¢¢¢+ + =

7 0 y y y .¢¢¢+ + =
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ЗАДАЧА 8

Найти общее решение дифференциального уравнения

В ответе записать сумму значений c1 и c2, при которых интегральная кривая является 
решением задачи Коши: 

Решение:
Составляем характеристическое уравнение: k2+ 1 = 0, k1,2 = ± i.
Общее решение имеет вид:

т.е.:			           а 

Подставим в выражения y и y′ начальные условия:

ЗАДАЧА 9

Найти общее решение уравнения

Решение:
Данное уравнение является линейным неоднородным дифференциальным уравне-

нием вида:

0y y .¢¢+ =
0

1 0
3 3

y  ,  y .π πæ ö æ ö÷ ÷ç ç= =÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø
¢
è ø

( )1 2
oxy e c cos x c sin x ,= +

1 2y c cos x c sin x ,= + 1 2y c sin x c cos x.=- +¢

1 2 1 2 1 2

1 2
1 2 1 2

1

1 2

2

1 31 1 3 23 3 2 2
3 1 3 00 03 3 2 2

1
1 32
23

2

c cos c sin c c c c
     

c cc sin c cos c c

c
           c c  .
c

π π

π π

ìïìï ïï ì= + + =ï ïï + =ï ïïï ï ïÞ Þ Þí í íï ï ï- + =ï ï ï=- + ïîï ï- + =ï ïïî ïî

=
+

Þ Þ + =
=

4 3 2 1y y y x .+ =¢- +¢¢

( ) y py qy f x .+¢ =¢ ¢+ (1)
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Соответствующим ему однородным уравнением называется уравнение:

где p и q — константы.
Рассмотрим некоторые специальные виды функции f (x).

Пусть

где Pn (x) — многочлен n‑й степени.
1.	 α не является корнем характеристического уравнения k2 = pk + q = 0. В этом 

случае частное решение ищут в виде:

2.	 α — однократный корень характеристического уравнения. Тогда:

3.	 α — двукратный корень характеристического уравнения. В этом случае:

Составим характеристическое уравнение k2 = 4k + 3 = 0 и найдем его корни k1 = 2, k2 = 3. 
Общим решением однородного уравнения y″ – 4y′ + 3y = 0 является функция y0 = c1e

x + c2e
3x. 

Частное решение неоднородного уравнения имеет вид yч = ax + b, так как f (x) = (2x + 1) × e0x, 
где (2x + 1) = P1 (x), а eαx = e0x, причем 0 не является корнем характеристического уравнения. 
Итак, предполагая, что yч = ax + b — частное решение исходного уравнения, подставим 
yч и его производные yч′ = a, yч′ = 0 в уравнение.

Тогда:

или

В полученном равенстве, приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x 
слева и справа:

0y py qy ,+¢+ =¢¢ (2)

( ) ( ) x
n ,f x P x eα=

( ) x
ч ny Q x e .α=

( ) x
ч n .y xQ x eα=

( )2 x
ч n .y x Q x eα=

( )4 3 2 1a ax b x- ´ + + = +

3 3 4 2 1ax b a x .+ - = +

2
3 2 3
3 4 1 11

9

aa           
   .

b a b

ì ìï ïï ï =ï ï=ï ïï ïÞí íï ï- =ï ï =ï ïï ïïîïî
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Следовательно,			    а общее решение исходного уравнения:

ЗАДАЧА 10

Найти общее решение уравнения

Решение:
Это уравнение отличается от предыдущего тем, что в правой части появился множитель 

e3x, причем 3 является однократным корнем характеристического уравнения. Согласно 
пункту 2 (задача 9), будем искать частное решение в виде:

Подставим эту функцию и ее производные

					               в уравнение: 

После раскрытия скобок и приведения подобных получим:

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях x:

Следовательно, частное решение:

и общее решение имеет вид:

3 3 4 2 1

2 11
3 9чy x ,= +

3 9

3
0 1 2

2 11
3 9

x x
чy y y c e c e x .= + = + + +

( )34 3 2 1xy y y e x .+ =¢- +¢¢

( ) ( )3 3 2x x
чy xe ax b e ax bx .= + = +

( )( )3 23 3 2 ; x
чy e ax b a x b= + + +¢

( )( )3 29 9 12 6 2x
чy e ax b a x b a= + + + +¢¢

( )( ) ( )( ) ( ) ( )3 2 3 2 3 2 39 9 12 6 2 4 3 3 2 3 2 1x x x xe ax b a x b a e ax b a x b e ax bx e x .+ + + + - + + + + + = +

( )4 2 2 1ax a b x .+ + = +

2
3

2
x

ч
x y e= ´

2

2
3 3

1 2 2
x x x xy c e c e e .= + +

( )
4 2 1 ; 0
2 1 2

a            
  a     b  .

a b

ìï =ï Þ = =íï + =ïî
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ЗАДАЧА 11

Найти частное решение системы дифференциальных уравнений

удовлетворяющих начальным условиям:

Решение:
Данную систему можно решить либо по методу характеристического уравнения, либо 

методом исключения неизвестных.
Применим метод исключения неизвестных. С этой целью продифференцируем первое 

уравнение по t:

Из 2‑ого уравнения	 подставим в уравнение (1): 

Из 1‑ого уравнения выразим y:

и подставим в уравнение (2):

или

Из этого уравнения найдем x = x (t, C1, C2 ). Составим характеристическое уравнение:

k2 + 9 = 0.

Корни этого уравнения k1,2 = ± 3i.

Тогда: 

4 5

5 4

dx x y ,
dt

dy x y ,
dt

ìïï = +ïïïíïï =- -ïïïî

1 1
3 3

x           y .π πæ ö æ ö÷ ÷ç ç=- =-÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø

2

2 4 5d x dx dy   .
dt dtdt

= +

dy
dt

( )
2

2 4 5 5 4 4 25 20d x dx dx  x y x y.
dt dtdt

= + - - = - -

1 4
5 5

dx y x
dt

= -

2

2 4 25 4 16d x dx dyx x  
dt dtdt

= - - +

2

9 0d x x  .
dt

+ =

1 23 3x C cos t C sin t.= +

(1)

(2)

(3)
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Из уравнения (3) найдем y = y (t, C1, C2 ):

— общее решение исходной системы.
Подставим в (4) начальные условия

или

Следовательно, C1 = 1, C2 = 3 и частное решение имеет вид: 

( ) 2 1
1 2 1 2

1 2

3 41 4 43 3 3 3 3 3 3
5 5 5 5

3 4
3 ;

5

C C
y C sin t C cos t C cos t C sin t cos t

C C
sin t

-
= - + - - = -

+
-

( ) 2 1
1 2 1 2

1 2

3 41 4 43 3 3 3 3 3 3
5 5 5 5

3 4
3 ;

5

C C
y C sin t C cos t C cos t C sin t cos t

C C
sin t

-
= - + - - = -

+
-

1 23 3 ;x C cos t C sin t                          = +

2 1 1 23 4 3 4
3 3

5 5
C C C C

y cos t sin t.    
- +

= -

1 1:        
3 3

x           yπ πæ ö æ ö÷ ÷ç ç=- =-÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷è ø è ø

1 2

2 1 1 2

1
3 4 3 4

1
5 5

C cos C sin                                 
C C C C

cos sin  

π π

π π

ìï- = +ïïïí - +ï- = -ïïïî

1

2 1

1
3 4

1
5

C                 
  C C

 .

ìï =ïïïí -ï =ïïïî

5

3 3 3 ;
3 3 3

x cos t sin t   
 

y cos t sin t  .
= +
= -

5

3 3 3 ;
3 3 3

x cos t sin t   
 

y cos t sin t  .
= +
= -

(4)
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