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1. Некоторые действия с векторами

Сложение векторов. Векторы можно складывать двумя способа-
ми: по правилу треугольника и по правилу параллелограмма. При ис-
пользовании правила треугольника начало одного вектора (вектор b



 на 
рис. 1.1) помещают в конец другого вектора, не изменяя при этом его 
направления. Суммарный вектор c a b= +



   замыкает цепочку, составлен-
ную из складываемых векторов. Таким способом можно находить сум-
му любого количества произвольно направленных векторов (рис. 1.2). 

При использовании правила параллелограмма совмещают начала 
векторов. Суммарный вектор представляет собой диагональ паралле-
лограмма, построенного на складываемых векторах (рис. 1.3). Правило 
треугольника является более общим, чем правило параллелограмма, так 
как позволяет находить сумму коллинеарных векторов (рис. 1.4, 1.5). 
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При этом оказывается, что модуль 
суммы одинаково направленных век-
торов (см. рис. 1.4) равен сумме их 
модулей, а модуль суммы противо-
положно направленных векторов (см. 
рис. 1.5) равен разности их модулей 
( ).c a b= -

Вычитание векторов. К пра-
вилу вычитания векторов можно 
прийти исходя из правила сложе-
ния. Пусть требуется найти раз-
ность векторов a  и b



: c a b= -


  . 
Тогда a b c= +



  , то есть c  – это такой 
вектор, который в сумме с вектором 
b


 даст вектор a  (рис. 1.6). Таким 
образом, для нахождения разности 
векторов нужно совместить их нача-
ла, а затем соединить их концы. При 
этом вектор разности направлен к 
тому вектору, из которого мы вычита-
ем: вектор c  направлен к вектору a   
(см. рис. 1.6). 

Умножение вектора на число. 
Умножим вектор a  на число А, ко-
торое может быть как положитель-
ным, так и отрицательным: .c Aa=

   
Тогда c A a=  (число А берется 
по абсолютной величине, так как  

0c≥ ). При этом если A > 0, то век-
торы a  и c  направлены одинаково; 

если A < 0, то векторы a  и c  направлены противоположно (рис. 1.7). 
Проекция вектора на ось. В качестве обозначения проекции век-

тора на ось используется буква, используемая для обозначения вектора, 
с индексом, обозначающим ось. Так xa  – это проекция вектора a  на 
ось x. По абсолютной величине проекция вектора на ось равна длине 
отрезка, который отсекается на этой оси перпендикулярами, опущен-
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ными из начала и конца вектора 
(рис. 1.8). Проекция положитель-
на, если угол между вектором и 
осью острый, и проекция отрица-
тельна, если этот угол тупой. При 
повороте вектора b



по часовой 
стрелке (см. рис. 1.8) его проекция 
уменьшается, обращаясь в ноль 
тогда, когда вектор станет перпен-
дикулярным к этой оси. Таким об-
разом, вектор, перпендикулярный 
к некоторой оси, имеет нулевую 
проекцию на эту ось (вектор c  на 
рис. 1.8). Так как вектор не изме-
няется при параллельном перено-
се, то он однозначно определяется 
заданием проекций на все оси си-
стемы координат. Так, вектор a , 
изображенный в двух положениях 
на рис. 1.9, имеет проекции ax = –2 
и ay = 1. Отрезок AB = ay, а отрезок 

.xBC a=  Поэтому из прямоуголь-
ного треугольника ABC следует, 
что 2 2 .x ya a a= +  Если вектор задан 
не на плоскости, а в пространстве, 
то в общем случае 

 	

Пусть a b c= +


  , тогда x x xa b c= +  (рис. 1.10). Если же d Ak=
 

, то x xd Ak=  
(см. рис. 1.10, где A = 2). Поэтому при проектировании векторного урав-
нения на любую ось нужно стрелочку над каждым вектором заменить 
индексом, обозначающим эту ось, не изменяя при этом форму уравне-
ния. Так, из векторного уравнения 

.a Bb Cc= +


 

	 (1.2)
следует, что 

Рис. 1.8
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(1.3)

В трехмерном случае добавля-
ется такое же выражение для про-
екций на ось z. 

Скалярное произведение век-
торов a  и b



 обозначается как a b⋅


 . 
Это скаляр (число), равный произ-
ведению модулей перемножаемых 
векторов и косинуса угла между 
ними (рис. 1.11): 

	 (1.4)

Векторное произведение век-
торов a  и b



 обозначается как 
.a b×


  
Это вектор, модуль которого 

равен произведению модулей перемножаемых векторов и синуса угла 
между ними (рис. 1.12): 

sin .a b ab× = θ




 	
(1.5)

Направлено векторное произведение перпендикулярно к плоскости, 
образуемой перемножаемыми векторами. При этом из двух возможных 
направлений выбирается то, которое связано с последовательностью 
перемножаемых векторов a , b



 правилом правого винта (правой руки). 
Другими словами, винт устанавливается перпендикулярно к плоско-
сти, образуемой перемножаемыми векторами, и поворачивается по 
кротчайшему пути от первого вектора ко второму (в нашем случае от 
a  к b



). Поступательное движение винта, обусловленное этим враще-
нием, задает направление векторного произведения (см. рис. 1.12). При 
нахождении векторного произведения векторов b



 и a  (вектора b a×


 ) 
направление вращение винта (от b



 к a ) противоположно тому, которое 
показано на рис. 1.12. Вследствие этого направление вектора b a×



  про-
тивоположно направлению вектора a b×



  (см. рис. 1.12). Так как в силу 
соотношения (1.5) модули векторов b a×



  и a b×


 равны, то b a a b× =- ×
 

  .

Рис. 1.11
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2. Кинематика материальной точки
Материальная точка – это тело, размерами которого можно пре-

небречь.
Тело, по отношению к которому рассматривается движение матери-

альной точки, называется телом отсчета. Тело отсчета и связанные с 
ним система координат и прибор для измерения времени образуют си-
стему отсчета. Положение материальной точки в системе отсчета мож-
но задавать как с помощью координат, так и с помощью радиус–вектора. 

Радиус–вектор r  проводится из начала координат к рассматривае-
мой материальной точке. 

Перемещение материальной точки – это вектор, проведенный из ее 
начального положения в ее конечное положение. 

Пусть материальная точка переместилась из положения 1 в положе-
ние 2, которые характеризуются соответственно радиус-векторами 1r

  и 
2r
  (рис. 2.1). Нетрудно видеть, что перемещение равно разности 2r

  и 1r
 . 

Так как разность обозначается символом ∆, то обозначением перемеще-
ния является r∆ , то есть, перемещение 

2 1.r r r∆ = -
  

	 (2.1) 
Проекции радиус-вектора на оси системы координат совпадают с 

соответствующими координатами материальной точки (см. рис. 2.1). 
Поэтому в соответствии с формулами (1.2) и (1.3) 

2 1 2 1.x x xr r r x x∆ = - = - 	 (2.2)
Аналогичные соотношения справедливы и для проекций радиус-

вектора на другие оси системы координат: 2 1 2 1,   .y zr y y r z z∆ = - ∆ = -
Траектория – это линия, которую материальная точка описывает в 

пространстве при своем движении.
Путь – это расстояние, пройденное материальной точкой вдоль 

траектории, причем, при нахожде-
нии пути, вне зависимости от на-
правления движения, все рассто-
яния складываются. 

В дальнейшем, для краткости, 
вместо термина материальная 
точка часто будет использоваться 
термин тело.

Рис. 2.1
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Средняя путевая скорость: 

,SV
t

=
∆ 	

(2.3)

где S  – путь, пройденный телом за время t∆ .
Средняя скорость перемещения 

,rV
t

∆
=
∆





	
(2.4)

где r∆  – перемещение тела за время t∆  (рис. 2.2). Отсюда следует, что:
а) модуль средней скорости перемещения 

;
r

V
t

∆
=
∆





	
(2.5)

б) проекция средней скорости перемещения на ось x

2 1 ,x
x xV

t
-

=
∆ 	

(2.6)

где 2 1x x-  ― изменение координаты x  тела за время t∆  (см. рис. 2.2). 
Аналогичный вид имеют формулы для осей y  и z :

2 1 ;y
y yV

t
-

=
∆

2 1 .z
z zV

t
-

=
∆ 	

(2.7) 

Задача 2.1. Двигаясь по окружности радиуса R = 2 м, тело совер-
шило 3 оборота по часовой стрелке и четверть оборота против часовой 
стрелки за время t =10 мин. Определить среднюю путевую скорость и 
среднюю скорость перемещения тела. 

Решение. Этапы движения тела показаны на рис. 2.3. Весь путь 
тела складывается из пути 1S , пройденного по часовой стрелке (пере-
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ход А→А′), и пути 2 ,S  пройденного против часовой стрелки (переход 
А′→В). Путь, пройденный по часовой стрелке, равен утроенной длине 
окружности, то есть, 1 3 2 6S R R= ⋅ π = π  . Путь, пройденный против часовой 

стрелки, равен четверти длины окружности, то есть, 2
1 12
4 2

S R R= π = π . 

Следовательно, весь путь 1 2 6,5S S S R= + = π  . Таким образом, средняя 

путевая скорость 6,5 6,5 3,14 2 0,068
600

S RV
t t

π ⋅ ⋅
= = = =  м/с.

Перемещение тела r∆  является гипотенузой прямоугольного треу-
гольника АOВ. По теореме Пифагора 2 2 2r R R R∆ = + =

 . Поэтому в со-
ответствии с формулой (2.5) для модуля средней скорости перемещения

22 1,41 2 0,47 10
600

RV
t

-⋅
= = = ⋅



ì/ñ.

Мгновенная скорость
drV
dt

=




 	 (2.8)

является производной функции ( )r t , которая задает зависимость ради-
ус-вектора, проведенного к материальной точке, от времени. Отсюда: 

а) модуль мгновенной скорости 

,dSV
dt

=
	

(2.9)

где ( )S t  – функция, описывающая зависимость пути, пройденного ма-
териальной точкой, от времени;

б) проекция мгновенной скорости на ось x  

.x
dxV
dt

=
	

(2.10)

находится путем вычисления производной функции ( )x t  по времени  
( x  – координата материальной точки);

в) проекции мгновенной скорости на оси y  и z  

; .y z
dy dzV V
dt dt

= =
	

(2.11)

Модуль мгновенной скорости можно вычислить, зная ее проекции 
на оси системы координат, по формуле

2 2 2 .x y zV V V V= + +
	

(2.12)
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Задача 2.2. Определить скорость тела в момент времени t = 2 c, 
если его координата x  изменяется по закону 3x At=  (A = 2 м/с3), а коор-
динаты y  и z  не изменяются. 

Решение. Найдем проекцию скорости тела на ось x  как функцию 
времени, вычислив производную функции 3At : 3 2( ) ( ) 3 .xV t At At′= =  Так 
как 0,y zV V= =  то для решения поставленной задачи подставим в полу-
ченное выражение значение t = 2 c: 2(2 c) 3 2 2 24xV V= = ⋅ ⋅ =  м/с.

Среднее ускорение

,Va
t

∆
=
∆





	
(2.13)

где 2 1V V V∆ = -
  

 – изменение мгновенной скорости за время t∆ . Отсюда 
проекции среднего ускорения на оси системы координат находятся де-
лением изменения соответствующих проекций мгновенной скорости на 
длительность рассматриваемого промежутка времени (см. (1.2), (1.3)):

2 12 1 2 1;  ;   .y yx x z z
x y z

V VV V V Va a a
t t t

-- -
= = =

∆ ∆ ∆
	 (2.14) 

Мгновенное ускорение 

.dVa
dt

=




	
(2.15)

является производной функции ( )V t


, которая задает зависимость мгно-
венной скорости материальной точки от времени. Отсюда проекции 
мгновенного ускорения на оси системы координат являются произво-
дными функций ( ); ( ); ( )x y zV t V t V t  по времени: 

;   ;   .yx z
x y z

dVdV dVa a a
dt dt dt

= = =
	

(2.16) 

Задача 2.3. При движении тела его координаты изменяются со-
гласно уравнениям ( ) 0;y t =  ( ) 0;z t =  4 5( ) ,x t At Bt= -  где 0,05A=  м/с4 и 

0,01B=  м/с5. Определить среднюю скорость перемещения, среднюю 
путевую скорость и среднее ускорение тела за промежуток времени  
0 ÷ 6 с, а также мгновенное ускорение при t = t2 = 6 c.

Решение. В данном случае изменяется только координата x тела. 
Поэтому будем находить проекции средних векторных величин только 
на ось x. Согласно формуле (2.6) проекция средней скорости перемеще-

ния на ось x 2 1 ,x
x xV

t
-

=
∆

 где x1 и x2 – соответственно начальная (t = 0) и 
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конечная (t = 6 c) координаты тела. Нетрудно видеть, что x1 = x(0) = 0, а 
4 5 4 5

2 2 2 0,05 6 0,01 6 12,96x At Bt= - = ⋅ - ⋅ =-  м. Отсюда 12,96 2,16
6xV -

= =-  м/с.

Для определения проекции среднего ускорения на ось x нужно 
знать проекцию мгновенной скорости Vx в начальный и конечный мо-
менты времени (см. (2.14)). Проекция мгновенной скорости – это про-
изводная функции ( )x t  по времени. Поэтому

4 5 3 4( ) ( ) 4 5 .xV t At Bt At Bt′= - = -  	 (2.17)

Отсюда 1 (0) 0x xV V= = , а 3 4 3 4
2 2 24 5 4 0,05 6 5 0.01 6 21,6xV At Bt= - = ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ =-  м/с. 

 С учетом этих значений находим, что 2 1 21,6  3,6
6

x x
x

V Va
t
- -

= = =-
∆

 м/с2.

Чтобы определить проекцию мгновенного ускорения на ось x, нуж-
но найти производную функции ( )xV t по времени:

3 4 2 3( ) (4 5 ) 12 20 .x
x

dVa t At Bt At Bt
dt

′= = - = -

Поэтому при t = t2=6 c, 2 312 0,05 6 20 0,01 6 21,6xa = ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ =-  м/с2.
Для нахождения средней путевой скорости нужно определить путь 

S, пройденный телом за рассматриваемый промежуток времени. В свою 
очередь, путь зависит не только от конечного и начального положений 
тела, но и от характера его движения в рассматриваемый промежуток 
времени. Так даже при прямолинейном движении путь отличается от 
модуля перемещения тела, если тело меняло направление движения. 
Прежде чем изменить направление движения, тело должно остановить-
ся. Установим, останавливалось ли тело в рассматриваемый промежу-
ток времени. Для этого решим уравнение ( ) 0,xV t =  которое с учетом 
(2.17) принимает вид

3 4 34 5 (4 5 ) 0.At Bt t A Bt- = - =

Данное уравнение распадается на два: 3 0t =  и 4 5 0.A Bt- =  Корни 
первого уравнения ( 0t= ) соответствуют началу рассматриваемого про-
межутка времени и, следовательно, не представляют интереса. Корень 

второго уравнения 4 4 0 05 4 c
5 5 0 01

A ,t
B ,

⋅
= = =

⋅îñò

 
 попадает в рассматриваемый 

промежуток времени 0t= ÷6 с. Координата точки остановки 
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4 5 4 5( ) ( ) ( ) 0,05 4 0,01 4 2,56x x t A t B t= = - = ⋅ - ⋅ =îñò îñò îñò îñò   м.
Отложим x1, x2 и îñòx  на оси x (рис. 2.4). Тело переместилось сна-

чала из точки с координатой x1 в точку с координатой xîñò , пройдя путь, 
равный длине отрезка [x1, xост]: 1 1 2,56 0 2,56 S x x= - = - =îñò ì ; затем – из 
точки с координатой xîñò  в точку с координатой x2, пройдя путь, равный 
длине отрезка [x2, xост]: 2 2 2,56 ( 12,96) 15,52 .S x x= - = - - =îñò ì  Весь путь 

1 2 2,56 15,52 18,08 .S S S= + = + = ì  Среднюю путевую скорость рассчита-

ем по формуле 18,08 3 
6

SV
t

= = ≈
∆

м/с. 

Мгновенное ускорение a  можно представить в виде суммы двух 
взаимно перпендикулярных векторов, один из которых направлен по ка-
сательной к траектории и называется тангенциальным ускорением aτ

 , 
а другой – к центру кривизны траектории и называется нормальным 
ускорением na : 

.na a aτ= +
  

	 (2.18)
а). Тангенциальное ускорение

,dVa
dtτ = τ

 

 	
(2.19)

где τ  – единичный вектор ( )1τ =
 , направленный вдоль скорости. Таким 

образом, тангенциальное ускорение возникает при изменении модуля 

мгновенной скорости V . При ускоренном движении 0dV
dt

 > 
 

 танген-

циальное ускорение направлено вдоль скорости (вдоль τ ), а при замед-

ленном движении 0 dV
dt

 < 
 

 – против скорости (рис. 2.5).

Рис. 2.5Рис. 2.4

 

 

0 2,56 -12.96 
S1 

S2 

 x, м 

Рис. 2.4 

 

 

a


 

τ
a


 

n
a


 

τ



 

V


 

Скорость 
уменьшается 

Рис. 2.5 
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б). Нормальное ускорение 
2

,n
Va
R

=
	

(2.20)
где R – радиус кривизны траектории, возникает при изменении направ-
ления скорости. 

в). Модуль мгновенного ускорения a  можно представить в виде 
2 2  ,na a aτ= + 	 (2.21)

так как нормальное ускорение na  и тангенциальное ускорение aτ

  вза-
имно перпендикулярны (см. рис. 2.5). 

Чтобы отличить мгновенную скорость (2.8) и мгновенное ускорение 
(2.15) от соответствующих уголовых величин, которые вводятся далее, V



 
еще называют линейной скоростью, а a  ‒ линейным ускорением.

Угловая скорость ω   – это вектор, направленный вдоль оси, вокруг 
которой по окружности движется материальная точка. Направление угло-
вой скорости и направление движения материальной точки связаны пра-
вилом правой руки (рис. 2.6), которое обсуждалось при анализе рис. 1.12.

Если материальная точка движется вокруг оси z , то проекция угло-
вой скорости на эту ось

.

       

z
d
dt
ϕ

ω =
 	

(2.22)

Здесь ( )tϕ  – угол, измеряемый в радианах, на который радиус, про-
веденный из центра окружности к материальной точке, повернулся за 
время t . Угол считается положительным, если направление поворота 
связано с направлением оси z  правилом правой руки (рис. 2.6). В про-
тивном случае 0ϕ< . Измеряется угловая скорость в рад/с.

Если угловая скорость постоянна (равномерное вращение), то для 
ее нахождения, помимо (2.22), можно использовать формулу

t
∆ϕ

ω=
∆

,
	

(2.23) 

(при изменении t∆  в какое то число раз ∆ϕ  
изменяется во столько же раз, а их отношение 
остается постоянным). Другими словами, при 
равномерном вращении угловая скорость на-
ходится не только дифференцированием функ-
ции ( )tϕ , но и путем деления угла поворота 
∆ϕ  на время поворота t∆ . Рис. 2.6

 

 

0ϕ >  

Направление 
поворота 

ω



 

z  

Рис. 2.6 
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Равномерное вращение можно характеризовать периодом вращения. 
Период вращения T – это время, за которое материальная точ-

ка совершает полный оборот, двигаясь по окружности вокруг некото-
рой оси. Полному обороту соответствует угол поворота 2  .∆ϕ= π ðàä  
Поэтому из (2.23) следует, что 

2 .
T
π

ω=  	 (2.24) 

Помимо угловой скорости и периода, равномерное вращение при-
нято характеризовать частотой вращения. 

Частота вращения равна числу оборотов, совершаемых матери-
альной точкой в единицу времени (в 1 с). 

Поскольку один оборот совершается за время T, то частота вращения 
1 .n
T

=
	

(2.25) 

В соответствии с определением частота вращения измеряется в 
об/с (обороты в секунду). Формулы (2.24) и (2.25) позволяют связать 
угловую скорость с частотой вращения: 

2 .nω= π 	 (2.26) 
Неравномерное вращение нельзя характеризовать периодом вра-

щения T. Соответственно, теряет смысл и определение частоты враще-
ния (2.25). Тем не менее, при описании неравномерного вращения ис-
пользуют термин частота вращения, рассматривая в качестве ее опре-
деления формулу (2.26). 

Угловое ускорение ε  – это производная угловой скорости по вре-
мени: 

.d
dt
ω

ε=




	
(2.27)

Измеряется угловое ускорение в рад/с2. Направление углового 
ускорения совпадает с направлением бесконечно малого изменения 

угловой скорости 2 1dω=ω -ω
   . 

Поэтому, если вращение ускорен-
ное, то угловая скорость и угловое 
ускорение направлены одинаково; 
если же вращение замедленное – 
угловая скорость и угловое ускоре-
ние направлены противоположно 
(рис. 2.7).Рис. 2.7

 
 

Рис.2.7 
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Замедленное 
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Направление вращения 
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

 

2
ω


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ω


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В проекциях на ось z , которая обычно совпадает с осью вращения, 
уравнение (2.27) принимает вид 

.z
z

d
dt
ω

ε =
	

(2.28)

Пусть материальная точка движется по окружности радиуса R . Ее 
движение можно характеризовать линейной скоростью V



, тангенци-
альным ускорением aτ

 , нормальным ускорением na , угловой скоростью  
ω


 и угловым ускорением ε . Эти физические величины связаны между 
собой следующими соотношениями:

;V R=ω  ;a Rτ =ε   
2 .na R=ω  	 (2.29)

Выберем на окружности точку отсчета 0. Тогда задать положение 
материальной точки на ней можно либо с помощью угла ϕ  (рад), кото-
рый образуют радиусы, проведенные к рассматриваемой материальной 
точке и к точке 0 (табл. 2.1, первая графа), либо с помощью криволи-
нейной координаты ξ , абсолютная величина которой равна длине дуги 
окружности, соединяющей рассматриваемую материальную точку с 
точкой 0 (табл. 2.1, вторая графа). При этом, ξ > 0, если направление 
смещения материальной точки вдоль окружности относительно точки 0 
и направление оси z  связаны правилом правой руки; в противном слу-
чае ξ < 0. Отметим, что из тех же соображений определяется и знак ϕ .

При бесконечно малом смещении материальной точки d dSξ=± , 
где 0dS >  – бесконечно малый путь (при переходе 1 2→  (табл. 2.1) 

d dSξ=- ). Поэтому dS d= ξ  и ,dS dV
dt dt

ξ
= =  то есть, для нахождения 

модуля мгновенной скорости нужно вычислить производную функ-

ции ( ).tξ  
Для обоих способов задания положения материальной точки на 

окружности алгоритм расчета ее кинематических характеристик пред-
ставлен в табл. 2.1. 

Задача 2.4. Материальная точка движется по окружности радиуса 

R = 1 м. Закон ее движения имеет вид 5( )t Atϕ = , где 1  
40

A= 5ðàä/ñ . 

Определить линейное ускорение материальной точки и угол θ между ли-
нейным ускорением и радиусом окружности в момент времени t = 2 c. 
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Решение. Применим алгоритм, описанный в первой графе табл. 2.1: 

5 4 4 3

2 4 2 3

( ) 5 ;  (5 ) 20 ;  

(5 ) ;   20 .

 

n

d dAt At At At
dt dt

a R At R a R ARt

ϕ ω′ ′ω= = = ε= = =

=ω = =ε =τ  	

(2.30)

Подставим в формулы (2.30) значения А, t, R и вычислим тангенци-
альное и нормальное ускорения: 

3 4 21 120 1 2 4 ;   (5 2 ) 1 4 .
40 40na a= ⋅ ⋅ = = ⋅ =τ

2 2ì/ñ ì/ñ  	 (2.31) 

Затем рассчитаем линейное ускорение: 

2 2 2 24 4 5,66 .na a a= + = + ≈τ
2ì/ñ

Переходим к решению второй части задачи. Нормальное ускорение 
направлено вдоль радиуса окружности. Поэтому искомый угол θ явля-
ется углом между нормальным ускорением и линейным ускорением 

Т а б л и ц а  2.1
Сопоставление двух способов описания движения материальной точки 

по окружности

Положение материальной точки задается
углом ϕ дуговой координатой ξ

ϕ  

z 

0 

 

0ϕ>  

( )tϕ ξ(t)

z
d
dt
ϕ

ω = dV
dt
ξ

=
 

z
z

d
dt
ω

ε =
dVa
dtτ =

 

;a Rτ =ε  2 ;na R=ω  2 2
na a aτ= +

2

;n
Va
R

=  
 2 2

na a aτ= +  

 

0ξ >  

0ξ <  

0 

1 

2 

dSd −=ξ  

z 



17

(рис. 2.8). Из прямоугольного треугольника, ка-
теты которого равны na  и aτ  (см. рис. 2.8), на-

ходим, что 4tg 1
4n

a
a
τθ= = = , то есть, что θ = 45°.

Задача 2.5. Материальная точка движется 
по окружности радиуса R = 2 м. Ее криволиней-
ная координата изменяется с течением времени 
по закону 3 2( )t At Bt Ctξ = - +  , где 1 ;A= 3ì/ñ  

6 B= 2ì/ñ   и 20 C= ì/ñ . Определить линейное 
ускорение материальной точки в момент време-
ни t , когда ее тангенциальное ускорение aτ  обращается в ноль. 

Решение. Подставим в функцию ξ(t) значения констант А, В и С. 
Тогда 3 2( ) 6 20 .t t t tξ = - +   Искомый момент времени t  находится из ус-
ловия ( ) 0a t =τ  . Поэтому нужно знать закон изменения тангенциального 
ускорения с течением времени. В свою очередь, тангенциальное ускоре-
ние можно определить путем дифференцирования функции ( )V t , кото-
рую найдем, продифференцировав по времени функцию V(t)  (табл. 2.1): 

3 2 2 2( ) ( 6 20 ) 3 12 20 3 12 20.dV t t t t t t t t
dt
ξ ′= = - + = - + = - +

 	
(2.32) 

Знак модуля в правой части выражения (2.32) опущен, так как 
квадратный трехчлен, появившийся в результате дифференцирования, 
всегда положителен (его дискриминант отрицателен, а ветви парабо-
лы направлены вверх). Используя выражение (2.32), найдем функцию 

( )a tτ  и приравняем ее нулю: 

2( ) (3 12 20) 6 12 0.dVa t t t t
dt

′= = - + = - =τ
	

(2.33) 

Решив уравнение (2.33), получим, что искомый момент времени 
2 t = c . Так как в этот момент времени ( ) 0,a t =τ   то линейное ускорение 

материальной точки равно ее нормальному ускорению, при вычислении 
которого воспользуемся выражением для линейной скорости (2.32):

2 2 2 2 2(3 12 20) (3 2 12 2 20)( ) 32 .
2n

V t ta t a
R R

- + ⋅ - ⋅ +
= = = = =

 



2ì/ñ

 

n
a


 

θ  

a


 

τ
a


 
2.8 Рис.  

Рис. 2.8
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3. Динамика материальной точки

Существуют системы отсчета, в которых тело сохраняет со-
стояние покоя или равномерного прямолинейного движения, если на 
него не действуют другие тела или действие других тел взаимно ком-
пенсируется. Такие системы отсчета называются инерциальными. 

Данное утверждение представляет собой формулировку первого 
закона Ньютона. Здесь и далее в данном разделе телом, для краткости, 
называется материальная точка, то есть, такое тело, размерами кото-
рого можно пренебречь.

В инерциальных системах отсчета, к которым в первом приближе-
нии можно отнести и Землю, справедлив второй закон Ньютона:

1

.
N

i
i

ma F
=

=∑




	
(3.1)

Здесь m  – это масса тела, а 
1

N

i
i

F
=
∑



 представляет собой векторную 

сумму всех сил, действующих на него.
Силы всегда возникают парами, то есть, имеет место взаимодей-

ствие. Конкретизация данного утверждения содержится в третьем за-
коне Ньютона: силы, с которыми тела действуют друг на друга, рав-
ны по модулю и противоположны по направлению (рис. 3.1) , то есть,

1 2 2 1.F F→ →=-
 

	 (3.2)
Здесь 1 2F→



 – сила, с которой первое тело действует на второе, а 2 1F →



 
– сила, с которой второе тело действует на первое.

Закон всемирного тяготения 
1 2

1 2 2 1 2 .m mF F G
r→ →= =

	
(3.3)

описывает гравитационное взаи-
модействие материальных точек. 
Здесь 1m  и 2m  – массы материаль-
ных точек; r  – расстояние между 
ними;  G = 6,6720·10–11 H м2/кг2 – 
гравитационная постоянная; 1 2F→  
и 2 1F →  – силы, с которыми матери-
альные точки притягиваются друг 
к другу.Рис. 3.1
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Аналогичный вид имеет закон всемирного тяготения и в случае, 
если одну материальную точку заменить однородной сферой, а рассто-
яние r  отсчитывать от ее центра. Любую планету можно рассматривать 
как совокупность вложенных друг в друга однородных сфер, а любое 
тело (кроме другой планеты) по сравнению с ней является материаль-
ной точкой. Будем рассматривать систему отсчета, связанную с плане-
той, как инерциальную. Это позволяет считать силу притяжения тела к 
планете силой тяжести. Тогда сила тяжести 

2 ,
( )

MmF G
R h

=
+òÿæ

  	
(3.4)

где т – масса тела, М – масса планеты, R – радиус планеты, h – высота 
тела над поверхностью планеты (рис. 3.2). 

Свободным падением называется движение тела, на которое не дей-
ствуют другие силы кроме силы тяжести. 

Если h R<< , то: 
а) ускорение свободного падения 

2 ;Mg G
R

=
 	

(3.5)
б) сила тяжести 

,F mg=òÿæ 	 (3.6)
где g  находится по формуле (3.5). Из (3.5) следует, что в случае Земли 

9,81g=  м/с2.
Закон Гука .F F k x′= =óïð óïð 	 (3.7) 
Здесь Fóïð  и F ′óïð  – пара упругих сил, порождаемых идеальной 

пружиной при ее растяжении или сжатии, k  – жесткость пружины, а 
0x l l= - , где 0l  и l  – длина соответственно недеформированной и де-

формированной пружины (на рис. 3.3 представлен случай растяжения). 

Рис. 3.2
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Сила трения скольжения 
,F N=µòð 	 (3.8)

где N  – реакция опоры, всегда направленная по нормали к поверхности 
опоры, а μ – коэффициент трения скольжения (рис. 3.4).

Сила трения покоя возникает, если тело покоится. Специальной 
формулы для ее расчета нет. Сила трения покоя находится с помощью 
второго закона Ньютона и условия, что ускорение тела равно нулю (см. 
задачу 3.2). Для нее справедливо неравенство .F N≤µòð

Задача 3.1. Тело массой 1m=  кг движется вверх вдоль наклон-
ной плоскости под действием силы 10 HF = , направленной вдоль нее. 
Определить ускорение тела, если угол наклона плоскости к горизонту 

30β=  , а коэффициент трения тела о плоскость 0,1.µ=
Решение. Помимо внешней силы ,F



 которая по условию задачи 
прикладывается к телу неким материальным объектом, на тело действу-
ют еще два материальных объекта: Земля и наклонная плоскость. Земля 
порождает силу тяжести ,mg  а наклонная плоскость – силу трения Fòð



 
и реакцию опоры N



. На рис. 3.5 эти силы для наглядности помещены 
не в точки их приложения, а в центр тела. Других материальных объ-
ектов, действующих на рассматриваемое тело, нет, а значит, и других 
сил тоже нет, так как сила характеризует действие одного матери-
ального объекта на другой. 

Запишем второй закон Ньютона: 

.ma F mg N F= + + + òð

  

 

	 (3.9) 

Второй закон Ньютона удобно проектировать на ось, направлен-
ную по ускорению тела, то есть, в нашем случае на ось x , направлен-
ную вверх вдоль наклонной плоскости: 

Рис. 3.5
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, .x x x x xma F mg N F= + + + òð 	 (3.10) 

В соответствии с рисунком, ;xa a=  ;xF F=  0;xN =  ,xF F=-òð òð . 
Проекцию силы тяжести на ось ( )xx mg  найдем из треугольника АОВ 
(см. рис. 3.5). Сторона ОА, совпадающая с вектором силы тяжести, 
перпендикулярна к основанию наклонной плоскости, а сторона АВ 
перпендикулярна к самой наклонной плоскости. Таким образом, угол 
ОАВ равен углу наклона плоскости к горизонту по критерию равенства 
углов с соответственно перпендикулярными сторонами ( OAB∠ =β ), то 
есть, sin .xmg mg=- β  Подставим полученные выражения для проекций 
в уравнение (3.10): 

sin .ma F mg F= - β- òð  	 (3.11) 

Уравнение (3.11) содержит неизвестную силу Fòð


, которая является 
силой трения скольжения и, следовательно, может быть рассчитана с 
помощью формулы(3.8). Эта формула содержит неизвестную реакцию 
опоры, для нахождения которой спроектируем уравнение (3.9) на ось y , 
перпендикулярную к наклонной плоскости: 

, .y y y y yma F mg N F= + + + òð  	 (3.12) 

В соответствии с рисунком: 0;ya =  0;yF =  , 0;yF =òð .yN N=  Нетрудно 
видеть (см. рис. 3.5), что проекция силы тяжести на ось y отрицательна, 
а ее модуль равен стороне АВ, которую выразим через гипотенузу тре-
угольника АОВ, равную mg : cos .ymg mg=- β  В результате уравнение 
(3.12) преобразуется в равенство cos ,N mg= β  которое позволяет опре-
делить силу трения: cos .F N mg=µ =µ βòð  Подставив полученное выра-
жение для силы трения в уравнение (3.11) и разделив на массу, найдем 
ускорение тела:

2sin cos 10 1 10 0,5 0,1 1 10 3 /2 4,13  .
1

F mg mga
m

- β-µ β - ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ ⋅
= = = ì/ñ

  
 

Задача 3.2. Тело массой 1m=  кг неподвижно лежит на наклон-
ной плоскости, имеющей угол наклона к горизонту 30β=  . При этом 
на него действует сила ,F  направленная вверх вдоль наклонной пло-
скости. Определить силу трения в двух случаях: а) 7 HF = ; б) 3 HF = . 
При каком коэффициенте трения тела о плоскость сила 7 HF =  не смо-
жет сдвинуть тело? 
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Решение. Помимо силы F


 на тело действуют сила тяжести mg  
(порождается Землей), а также сила трения Fòð



 и реакция опоры N


 (по-
рождаются наклонной плоскостью). Сила F



 тянет тело вверх, сила тя-
жести – вниз, а сила трения покоя компенсирует результирующую силу, 
стремящуюся сдвинуть тело. Поэтому направление силы трения зави-
сит от того, какая из названных сил перетянет. На рис. 3.6 Fòð



 условно 
направлена вниз. Запишем второй закон Ньютона для тела с учетом 
того, что его ускорение равно нулю: 

0.F mg N F+ + + =òð

  

  	 (3.13) 

Спроектируем это уравнение на ось x , направленную вверх вдоль 
наклонной плоскости: 

,sin 0.xF mg F- β+ =òð  	 (3.14) 
При проведении проектирования проекция силы трения на ось 

( ),xx Fòð  не конкретизирована, поскольку, в отличие от F


 и ,mg  на-
правление этой силы заранее не известно. Разрешим уравнение (3.14) 
относительно ,xFòð : 

, sinxF F mg=- + βòð  .	  (3.15) 
Используя формулу (3.15), проведем вычисления для случаев а) и б): 
а) , 7 1 10 0,5 2 H;xF =- + ⋅ ⋅ =-òð  

б) , 3 1 10 0,5 2 H.xF =- + ⋅ ⋅ =òð  
Полученный результат показывает, что в случае а) сила трения на-

правлена вниз; в случае б) – вверх, причем, в обоих случаях ее модуль 
одинаков: 2 H.F =òð  Определим теперь коэффициент трения, при кото-
ром сила трения может достигнуть данной величины. Если тело поко-

ится, то ,F N≤µòð  то есть, 

.
F
N

µ≥ òð  	 (3.16) 

Чтобы определить модуль 
реакции опоры N , спроектируем 
уравнение (3.13) на ось y , направ-
ленную перпендикулярно к на-
клонной плоскости: 

Рис. 3.6
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cos 0.mg N- β+ = 	 (3.17) 
Выразив N  из (3.17) и подставив в (3.16), получим, что 

2 0,23.
cos 1 10 3 /2

F
mg

µ≥ = =
β ⋅ ⋅

òð

В третьей задаче рассматривается движение связанных тел. При 
решении задач этого типа нужно учитывать следующие положения: 

1) обычно предполагается, что нить, связывающая тела, нерастяжи-
ма. Поэтому все тела за одинаковые промежутки времени смещаются 
на одинаковые расстояния, то есть, модули скоростей и ускорений свя-
занных тел одинаковы; 

2) каждая нить порождает две одинаковые по модулю силы, при-
ложенные к связываемым телам и направленные от тел в сторону нити; 

3) для каждого из связанных тел нужно записать второй закон 
Ньютона, а затем – решить получившуюся систему уравнений. 

Задача 3.3. Через невесомый блок, укрепленный на ребре при-
змы, грани которой образуют углы 30β=   и 60α=  с горизонтом, пере-
кинута нить, к концам которой привязаны тела соответственно массой  

1 2m =  кг и 2 1m =  кг. Определить ускорение тел и силу натяжения нити, 
если коэффициент трения тел о плоскости 0,05.µ=

Решение. На каждое из рассматриваемых тел действует сила тя-
жести mg  (порождается Землей), реакция опоры N



 (порождается на-
клонной плоскостью), сила трения Fòð



 (порождается наклонной плоско-
стью) и сила натяжения нити T



. За исключением сил трения, которые 
направлены противоположно заранее неизвестным направлениям дви-
жения рассматриваемых тел, направления названных сил однозначно 
определяются конфигурацией рассматриваемой системы. Определить 
направления сил трения можно исходя из того, что они «вторичны», 
то есть, направлены так, чтобы противодействовать смещению тел под 
действием остальных сил. Другими словами, нужно определить, куда 
двигались бы тела в рассматриваемой системе при отсутствии тре-
ния, и направить силы трения в противоположную сторону. 

Если рассматривать систему связанных тел как одно целое, то сила 
1P


 стремится сдвинуть ее направо, а сила 2P


 – налево (рис. 3.7), где 1P


 
и 2P


 – составляющие сил тяжести 1m g  и 2m g , направленные вдоль 
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соответствующих наклонных плоскостей1. Таким образом, при отсут-
ствии трения рассматриваемая система двигалась бы направо, если 

1 2P P> , и двигалась бы налево, если 1 2P P< . В соответствии с рис. 3.7, 
1 1 sinP m g= β  и 2 2 sinP m g= α  (угол между 2m g  и перпендикуляром к на-

клонной плоскости равен α). Таким образом, рассматриваемые условия 
принимают следующий вид: 

движение направо: 1 2sin sin ;m g m gβ> α 	 (3.18) 

движение налево: 1 2sin sin .m g m gβ< α 	 (3.19)
Проведем вычисления: 

1 sin 2 10 0,5 10 H;m g β= ⋅ ⋅ =  2 sin 1 10 3 /2 8,66 H.m g α= ⋅ ⋅ =

Легко видеть, что выполняется условие (3.18), то есть, при отсут-
ствии трения система двигалась бы направо. Таким образом, сила тре-
ния 1Fòð , действующая на тело массой 1m , направлена вверх вдоль на-
клонной плоскости, а сила трения 2Fòð , действующая на тело массой 

2m , направлена вниз вдоль наклонной плоскости. 
Все силы, действующие на рассматриваемые тела при наличии тре-

ния, а также ускорения этих тел показаны на рис. 3.8. Учтем, что модули 
ускорений тел одинаковы: 

1 2 ,a a a= =  	 (3.20)
и что модули сил натяжения, приложенных к связанным телам, также 
одинаковы: 

1 2 .T T T= =  	 (3.21)

1	 Сила тяжести, действующая на каждое тело, заменяется суммой двух взаимно перпендикуляр-
ных сил, одна из которых направлена вдоль наклонной плоскости, а другая – перпендикулярно к 
ней: 1 1 1m g P P′= +

 



 и 2 2 2m g P P′= +
 



 .

Рис. 3.7
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Рассмотрим первое тело. Второй закон Ньютона для него имеет 
следующий вид: 

1 1 1 1 1 1.m a T m g N F= + + + òð

  

 

	 (3.22)
Спроектируем это уравнение на ось 1x , направленную по ускоре-

нию первого тела, заменяя с учетом условий (3.20) и (3.21) 1a  на a  и 
1T  на T : 

1 1 1sin .m a T m g F=- + β- òð 	 (3.23) 
Чтобы найти реакцию опоры, которая необходима для определения 

силы трения скольжения в (3.23), спроектируем уравнение (3.22) на ось 
1y , перпендикулярную к наклонной плоскости: 

1 10 cos .m g N=- β+ 	 (3.24) 

В соответствии с (3.24) 1 1 cos ,N m g= β  то есть, 1 1 cos .F m g=µ βòð  
Подстановка полученного выражения для силы трения, действующей 
на первое тело, в формулу (3.23) приводит к уравнению 

1 1 1sin cos ,m a T m g m g=- + β-µ β 	 (3.25) 

которое содержит две неизвестные величины: a  и .T
Рассмотрим второе тело. Второй закон Ньютона для него имеет 

следующий вид: 
2 2 2 2 2 2 .m a T m g N F= + + + òð

  

 

	 (3.26) 

Спроектируем это уравнение на ось 2x , направленную по ускоре-
нию второго тела, заменяя с учетом условий (3.20) и (3.21) 2a  на a  и 

2T  на T : 
2 2 2sin .m a T m g F= - α- òð 	 (3.27) 

Чтобы найти реакцию опоры, необходимую для определения силы 
трения скольжения в (3.27), спроектируем уравнение (3.26) на ось 2y , 
перпендикулярную к наклонной плоскости: 

2 20 cos .m g N=- α+ 	 (3.28) 

В соответствии с (3.28) 2 2 cos ,N m g= α  то есть, 2 2 cosF m g=µ αòð . 
Подстановка полученного выражения для силы трения, действующей 
на второе тело, в формулу (3.27) приводит к уравнению 

2 2 2sin cos ,m a T m g m g= - α-µ α 	 (3.29) 
которое содержит две неизвестные величины: a  и T . 
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Рассмотрим систему двух тел. Ее движение описывается уравне-
ниями (3.25) и (3.29). Они образуют систему двух уравнений с двумя 
неизвестными, которая позволяет определить как неизвестное ускоре-
ние a , так и неизвестную силу натяжения нити T: 

1 1 1

2 2 2

sin cos ;
sin cos .

m a T m g m g
m a T m g m g

=- + β-µ β
 = - α-µ α

 	 (3.30) 

Чтобы найти ускорение a , сложим правые и левые части уравне-
ний (3.30):

  ( )1 2 1 1 2 2sin cos sin cos .a m m T m g m g T m g m g+ =- + β-µ β+ - α-µ α 	 (3.31) 

Сократив T  и разделив (3.31) на 1 2( )m m+ , получим, что 

1 1 2 2

1 2

sin cos sin cos .m g m g m g m ga
m m

β-µ β- α-µ α
=

+ 	
(3.32) 

Данный способ нахождения ускорения можно использовать в тех 
случаях, когда уравнения, образующие систему, получены путем про-
ектирования второго закона Ньютона, записанного для каждого тела, 
на ось, направленную по ускорению этого тела. Именно так мы посту-
пили при решении данной задачи. Проведем вычисления: 

22 10 0,5 0,05 2 10 3 /2 1 10 3 /2 0,05 1 10 0,5 0,075 .
2 1

a ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ - ⋅ ⋅ ⋅
= =

+
ì/ñ  

Силу натяжения нити выразим из второго уравнения (3.30): 

2 ( sin cos ) 1 (0,075 10 3 /2 0,05 10 0,5) 8,99 H.T m a g g= + α+µ α = ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ =
В четвертой задаче рассматривается движение соприкасающихся 

тел. Подход к решению таких задач идентичен тому, который исполь-
зовался при решении предыдущей задачи. Роль одинаковых по модулю 
сил натяжения, которые нить прикладывает к связываемым ею телам, 
здесь играют одинаковые по модулю силы взаимодействия, с которыми 
соприкасающиеся тела толкают друг друга. 

Задача 3.4. Два тела, изготовленные из разных материалов, сопри-
касаясь, соскальзывают с наклонной плоскости, имеющей угол наклона 
к горизонту 60β=  . Массы верхнего и нижнего тел равны соответствен-
но 1 1m =  кг и 2m =  2 кг. Определить силу взаимодействия тел, если ко-
эффициент трения нижнего тела о наклонную плоскость 0,1µ= , а верх-
нее тело скользит без трения. 
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Решение. На верхнее тело 
действуют сила тяжести 1m g , ре-
акция опоры 1N



 и второе тело с 
силой 2 1F →



, направленной вверх 
вдоль наклонной плоскости (рис. 
3.9). В свою очередь, на второе 
тело действуют сила тяжести 2m g , 
реакция опоры 2N



, сила трения 
Fòð


 и второе тело с силой 1 2F→



, 
направленной вниз вдоль наклонной плоскости. По третьему закону 
Ньютона силы, с которыми тела действуют друг на друга, равны по мо-
дулю: 

1 2 2 1 .F F F→ →= = 	 (3.33) 
Очевидно, что ускорения тел также одинаковы.
Запишем второй закон Ньютона для верхнего тела 

1 1 1 2 1m a m g N F →= + +
 

 

и спроектируем полученное уравнение на ось x , направленную вниз 
вдоль наклонной плоскости. Тогда, с учетом условия (3.33): 

1 1 sin .m a m g F= β- 	 (3.34) 
Запишем второй закон Ньютона для второго тела: 

2 2 2 1 2 .m a m g N F F→= + + +òð

  

 

	 (3.35) 
Также спроектируем полученное уравнение на ось x  и запишем его 

с учетом условия (3.33): 

2 2 sin .m a m g F F= β- +òð  	 (3.36) 
Для нахождения неизвестной силы трения скольжения спроекти-

руем уравнение (3.35) на ось y , перпендикулярную к наклонной пло-
скости и из полученного соотношения выразим реакцию опоры 2N . В 
результате, 2 2 cosF N m g=µ =µ βòð . Полученное выражение для силы тре-
ния подставим в уравнение (3.36): 

2 2 2sin cos .m a m g m g F= β-µ β+ 	 (3.37) 
Уравнения (3.34) и (3.37) образуют систему двух уравнений с не-

известными a  и F . Так как по условию задачи нужно определить F , 
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исключим из системы неизвестное ускорение a . Для этого, выделяя a , 
разделим уравнение (3.34) на 1m , уравнение (3.37) на 2m  и приравняем 
правые части получившихся выражений: 

2 1sin cos / sin / .g g F m g F mβ-µ β+ = β- 	 (3.38) 

Разрешая (3.38) относительно F , получим, что 

1 2

cos 0,1 10 0,5 0,33 H.
1 11 1
1 2

gF

m m

µ β ⋅ ⋅
= = =
   ++      

В пятой задаче рассматривается динамика движения тела по 
окружности. Если тело движется по такой траектории, то его ускоре-
ние в общем случае имеет две составляющие: нормальное ускорение 

2

,n
Va
R

=  направленное к центру окружности, и тангенциальное уско-

рение ,dVa
dtτ =  направленное по касательной к окружности. Здесь V  

– скорость тела, а R  – радиус окружности (см. формулы (2.19), (2.20)). 
Применяя законы динамики к изучению движения тел, второй закон 
Ньютона обычно проектируют на оси некоторой системы координат. 
Как следует из приведенных формул, зависимость тангенциального 
ускорения от скорости является достаточно сложной. Поэтому оси си-
стемы координат нужно выбирать так, чтобы проекция тангенци-
ального ускорения на них равнялась нулю. Этому условию удовлетво-
ряет мгновенная ось, направленная от тела к центру окружности и по-
ворачивающаяся при его движении. Подведем итог сказанному выше: 

при применении законов динамики к изучению движения тела по 
окружности второй закон Ньютона нужно проектировать на мгно-
венную ось, направленную от тела к центру окружности. 

Иногда, помимо названной выше мгновенной оси, используется ось 
перпендикулярная к плоскости, в которой по окружности движется тело.

Задача 3.5. С какой максимальной скоростью может ехать автомо-
биль по наклонному треку с углом наклона к горизонту 30β=  , описы-
вая окружность радиусом 100R=  м, если коэффициент трения скольже-
ния шин о поверхность трека 0,4µ= ? 
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Решение. На автомобиль дей-
ствуют два материальных объекта, 
Земля и поверхность трека, посред-
ством трех сил: силы тяжести mg , 
реакции опоры N



 и силы трения 
покоя Fòð



. Эти силы показаны на  
рис. 3.10. Отметим, что угол меж-
ду вектором N



 и вертикалью ра-
вен углу наклона трека к горизонту 
β по критерию равенства углов с 
соответственно перпендикулярными сторонами. В отличие от N



 и mg , 
сила трения может быть направлена не так, как показано на рис. 3.10. 
При малой скорости автомобиля она направлена вверх вдоль поверхно-
сти трека, предотвращая сползание автомобиля вниз. По мере увели-
чения скорости автомобиля (увеличения нормального ускорения) сила 
трения, оставаясь направленной вверх вдоль поверхности трека, умень-
шается по модулю до нуля, а затем, изменяет свое направление на про-
тивоположное, которое и показано на рис. 3.10. При таком направлении 
сила трения удерживает автомобиль от скольжения вверх по поверхно-
сти трека. При дальнейшем увеличении скорости автомобиля, она тоже 
возрастает, стремясь обеспечить увеличение нормального ускорения, а 
при максимально возможной скорости движения автомобиля по окруж-
ности радиуса R – принимает свое максимальное значение 

.F N=µòð 	 (3.39) 
Второй закон Ньютона для автомобиля массой m  имеет следую-

щий вид: 
.ma mg N F= + + òð

 

   	 (3.40) 

Спроектируем его на ось x , направленную к центру окружности. В 
результате получим уравнение 

2

cos sin ,Vm F N
R
= β+ βòð

	
(3.41) 

в котором учтено, что 
2

.x n
Va a
R

= =  Для нахождения реакции опоры 

спроектируем уравнение (3.40) на ось y , направленную вертикально 
вверх:

Рис. 3.10
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0 cos sin .N F mg= β- β-òð 	 (3.42) 
Заменяя в (3.42) силу трения с помощью формулы (3.39) и разре-

шая получившееся уравнение относительно N , получим, что 

( )
.

cos sin
mgN =
β-µ β 	

(3.43) 

Выражение (3.43), определяющее реакцию опоры, подставим в 
уравнение (3.41), предварительно выразив в нем силу трения через ре-
акцию опоры с помощью формулы (3.39): 

( )
2 ( cos sin )cos sin ( cos sin ) .

cos sin
V mgm N N N
R

µ β+ β
=µ β+ β= µ β+ β =

β-µ β  
 

Из полученного уравнения выразим максимальную скорость авто-
мобиля: 

( )
( cos sin ) 100 10 (0,4 3 /2 0,5) 35,7 

cos sin ( 3 / 2 0,4 0,5)
RgV µ β+ β ⋅ ⋅ ⋅ +

= = =
β-µ β - ⋅

ì/ñ.

 
Первой космической скоростью называется скорость, которую 

нужно сообщить телу, чтобы оно могло двигаться по круговой орбите 
вокруг планеты на высоте h , много меньшей ее радиуса R . 

В этом случае на тело в радиальном направлении действует только 
сила тяжести. Поскольку h R<< , то из формул (3.5) и (3.6) следует, что 

сила тяжести F mg=òÿæ , где ускорение свободного падения 2

Mg G
R

=    

(M – масса планеты). Поэтому второй закон Ньютона, спроектирован-
ный на мгновенную ось, направленную от тела к центру планеты, при-
нимает вид 

2

.IVm mg
R
=

Отсюда следует, что первая космическая скорость равна:

I .V Rg=  	 (3.44)

Так как радиус Земли 66,37 10R= ⋅  м, а ускорение свободного паде-
ния вблизи ее поверхности 29,81 g= ì/ñ , то для Земли первая космиче-
ская скорость 

6 3
I 6,37 10 9,81 7,9 10  .V = ⋅ ⋅ = ⋅ ì/ñ
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4. Динамика механической системы
Импульсом материальной точки называется вектор, равный произ-

ведению ее массы и скорости: 
.p mV=




	 (4.1)
Внеся массу под знак производной во втором законе Ньютона 

1

N

i
i

dVm F
dt

=

=∑




 и учтя определение импульса, получим второй закон 

Ньютона в импульсном представлении 

1

.
N

i
i

dp F
dt

=

=∑




	
(4.2)

Задача 4.1. Теннисный мяч летел с импульсом 1p , когда теннисист 
нанес по нему удар длительностью 0,1 cτ= . Изменившийся импульс 
мяча стал равным 2p . Найти среднюю силу удара. Импульсы и мас-
штаб указаны на рис. 4.1.

Решение. Для нахождения средней силы воспользуемся вторым 
законом Ньютона в импульсном представлении (4.2). Заменим в нем 
бесконечно малое изменение времени dt  на длительность удара τ , а 
бесконечно малое изменение импульса d p  – на конечное изменение 
импульса p∆ за время удара. Таким образом, средняя сила удара 

2 1 .p ppF -∆
= =
τ τ

 



Вычитать векторы (см. раздел 1, пояснения к рис. 1.6) нужно, про-
водя соответствующие геометрические построения (рис. 4.2). Из треу-
гольника ABC  следует, что 
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2 2 2 28 4 8.9 p AB BC∆ = + = + ≈
 кг∙м/с.

Поэтому модуль средней силы / 8,9/0,1 89  H.F p= ∆ τ= =


Импульсом механической системы p  называется векторная сумма 
импульсов материальных точек ip , из которых эта система состоит: 

1

.
N

i
i

p p
=

=∑ 

	
(4.3)

Внутренними называются силы, с которыми тела, образующие си-
стему, действуют друг на друга. 

Внешними называются силы, действующие на тела системы извне.
Производная импульса механической системы по времени равна 

векторной сумме (равнодействующей) внешних сил, действующих на 
тела системы:

,
1

.
N

i
i

dp F
dt

=

=∑ âíåø





	
(4.4)

Если уравнение (4.4) спроектировать на произвольную ось, то по-
лучим, что для произвольной оси (здесь ось x ) производная проекции 
импульса механической системы по времени равна алгебраической сум-
ме проекций внешних сил, действующих на тела системы:

, ,
1

.
N

x
i x

i

dp F
dt

=

=∑ âíåø

	
(4.5)

Отсюда следует:
а) закон сохранения импульса в механике Ньютона: 

const,p=  если ,
1

0,
N

i
i

F
=

=∑ âíåø



	
(4.6)

то есть, что импульс механической системы сохраняется при равенстве 
нулю векторной суммы всех действующих на нее внешних сил; 

б) закон сохранения проекции импульса в механике Ньютона: 

const,xp =  если , ,
1

0,
N

i x
i

F
=

=∑ âíåø  	 (4.7)

то есть, что для сохранения проекции импульса системы на некоторую ось 
нужно, чтобы сумма проекций внешних сил на эту ось равнялась нулю.

в) сохранение импульса в процессах, имеющих очень малую продол-
жительность, таких как взрыв и, как правило, столкновение тел. 
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Утверждение в) является следствием выражения ,
1

( )
N

i
i

p F t
=

∆ = ∆∑ âíåø



 , 
согласно которому вклад внешних сил в изменение импульса механи-
ческой системы пропорционален времени их действия. Поэтому, если 
внутренние силы много больше внешних сил, то импульс перераспре-
деляется между телами системы за столь малое время, что ее импульс 
как целого не успевает измениться.

Приведенные здесь условия сохранения импульса не применимы в 
микромире, где не используют представление о силах. Однако закону 
сохранения импульса можно придать такую форму, которая будет ли-
шена этого недостатка. Для этого введем понятие замкнутой системы.

Замкнутой называется система, на которую не действуют внеш-
ние силы.

Из приведенной выше формулировки закона сохранения импульса 
(см. (4.6)) следует, что импульс замкнутой системы сохраняется.

Именно это утверждение, являясь менее общим в механике, при-
годно и для описания явлений микромира, где не используется пред-
ставление о силах, если термин «замкнутость» трактовать как отсут-
ствие любых внешних воздействий. 

Задача 4.2. Граната, брошенная с поверхности Земли со скоростью 
0V  под углом β = 30° к горизонту, в верхней точке траектории разорва-

лась на три одинаковых осколка. Первый осколок полетел в обратном 
направлении горизонтально, а второй – вертикально вниз. Определить 
модуль и направление скорости третьего осколка, если скорости первых 
двух осколков одинаковы и равны половине начальной скорости грана-
ты: 1 2 0 / 2.V V V= =

Решение. Скорость третьего осколка 3V


 определим с помощью за-
кона сохранения импульса, так как, в соответствии с пунктом (в) ус-
ловий применимости этого закона, начальный импульс осколков равен 
импульсу гранаты непосредственно перед взрывом (ни в коем случае 
не в момент бросания!). Скорость гранаты V



 непосредственно перед 
взрывом (в верхней точке траектории) горизонтальна (рис. 4.3), то есть, 

xV V= . С другой стороны, при движении тела в поле силы тяжести про-
екция его скорости на горизонтальную ось не изменяется, а значит, 

0 0 cos .x xV V V= = β  В результате, непосредственно перед взрывом, граната 
имеет скорость, направленную горизонтально и равную 
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0 0
3cos .

2
V V V= β=

	
(4.8) 

На рис. 4.4 изображена граната массой m  (слева) и три осколка 

массой 1 2 3 3
mm m m= = =  (справа), то есть – одна и та же система в раз-

ные моменты времени. Начальный импульс системы равен импульсу 
гранаты p mV=íà÷



 , а конечный – векторной сумме импульсов осколков 

( )1 1 2 2 3 3 1 2 3 .
3
mp m V m V m V V V V= + + = + +

     



êîí

Сохранение импульса означает, что p p=íà÷ êîí

  , откуда после сокра-
щения массы m  следует, что 

( )1 2 3
1 .
3

V V V V= + +
   

	
(4.9) 

Спроектируем уравнение (4.9) на оси x  и y  (см. рис. 4.4):

( )

( )

1 3

2 3

10 :     ;
3
10 :     0 .
3

x

y

x V V V

y V V

= - +

= - +

Из полученных уравнений выразим проекции скорости третьего 
осколка на оси x  и y , учтя формулу (4.8) и условие 1 2 0 / 2:V V V= =

3 1 0 0

0
3 2

3 13 3 3 ;
2 6

 .
2

x

y

V V V V V

VV V

 
= + = + ≈  

 

= =
	

(4.10) 
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Зная проекции, легко найти модуль и направление скорости: 
2

2 2 2 0
3 0 0

379 ;
4 2x y

VV V V V V= + = + =  3

3

1tg .
6

y

x

V
V

α= =

Задача 4.3. Снаряд массой 100m=  кг, летящий вдоль железнодо-
рожного пути под углом 30β=   к горизонту со скоростью c 400V =  м/с, 
попадает в вагон с песком, движущийся навстречу со скоростью 

10V =â  м/с, и застревает в нем. Определить скорость вагона после по-
падания снаряда, если его масса 4900M =  кг. 

Решение. Сразу после попадания снаряда скорость вагона приобре-
тает вертикальную составляющую. Однако нас интересует та скорость, с 
которой вагон будет двигаться после того, как эта вертикальная состав-
ляющая погасится Землей. Это делает невозможным применение закона 
сохранения импульса для системы снаряд–платформа в векторном виде, 
ссылаясь на малую длительность рассматриваемого промежутка време-
ни2

1. В то же время, вертикальность внешних сил (силы тяжести и реак-
ции опоры, с которой рельсы действуют на вагон) приводит к сохранению 
горизонтальной составляющей 
импульса системы (см. пункт б) 
условий применимости закона со-
хранения импульса). Запишем вы-
ражение для проекции начального 
импульса системы на горизонталь-
ную ось x , направленную вдоль 
железнодорожного пути в направ-
лении полета снаряда (рис. 4.5): 

, c c cos .x x xp mV MV mV MV= + = β-íà÷ â â 	 (4.11) 
Направление движения платформы после попадания снаряда зара-

нее не известно. Поэтому выражение для проекции конечного импульса 
системы на ось x  следует оставить в общем виде: 

, ( ) ,x xp m M V ′= +êîí 	 (4.12) 
где xV ′  – проекция скорости вагона на ось x  после попадания снаряда. 

Сохранение проекции импульса системы на ось x  позволяет запи-
сать уравнение 

21То, что вектор импульса системы снаряд-платформа не сохраняется в течение интересующего 
нас промежутка времени, очевидно, хотя бы потому, что до попадания снаряда импульс системы 
имеет вертикальную составляющую (из-за вертикального движения снаряда), а по истечении не-
которого времени после попадания снаряда – не имеет такой составляющей.

Рис. 4.5
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c( ) cos ,xm M V mV MV′+ = β- â

откуда

c cos 100 400 3 /2 4900 10 2,87
( ) 5000x

mV MVV
m M

β- ⋅ ⋅ - ⋅′= = =-
+

â м/с. 

Знак минус у проекции скорости вагона означает, что он движется 
против направления оси x , то есть, в направлении своего первоначаль-
ного движения.

Центром масс системы, состоящей из N  материальных точек, 
называется точка, координаты которой находятся с помощью формул 

1 1 1

1 1 1

;  ; .  

N N N

i i i i i i
i i i

C C CN N N

i i i
i i i

m x m y m z
X Y Z

m m m

= = =

= = =

= = =
∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
 	 (4.13)

Здесь ,  ,  ,  i i i im x y z  ‒ соответственно масса и координаты i -й мате-
риальной точки. 

Можно показать, что центр масс любого однородного симметрич-
ного тела (шара, сферы, цилиндра, кольца, стержня и т.д.) совпадает с 
его центром симметрии. 

Если система образована телами конечных размеров, то определить 
положение ее центра масс также можно с помощью формул (4.13). В 
этом случае ,im  – масса i -го тела, а ,  ,  i i ix y z  – координаты центра масс 
этого тела.

Задача 4.4. Материальные точки, массы которых указаны на 
рис. 4.6, расположены в вершинах квадрата со стороной равной L . 
Определить положение центра масс данной системы. 

Решение. Для проведения расчетов выберем систему коор-
динат, представленную на рис. 4.6. Вычисления будем прово-

дить по формулам (4.13). Точки мас-
сой 3m  и 6m  имеют координату 0x= , 
а точки массой 2m  и 4m  – координату x L= . 
Поэтому координата x  центра масс системы 
равна 

3 0 6 0 2 4 6 6 .
3 6 4 2 15 15C

m m mL mL mL LX
m m m m m

⋅ + ⋅ + +
= = =

+ + +Рис. 4.6
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В свою очередь, точки массой 6m  и 4m  имеют координату 0y= , 
а точки массой 3m  и 2m  – координату y L= . Поэтому координата y
центра масс системы равна 

4 0 6 0 2 3 5 .
3 6 4 2 15 3C

m m mL mL mL LY
m m m m m
⋅ + ⋅ + +

= = =
+ + +

Примерное положение центра масс рассматриваемой системы по-
казано на рис. 4.6. 

Задача 4.5. Определить положение центра масс равностороннего 
треугольника, образованного тремя однородными стержнями, имею-
щими одинаковую массу и длину l . 

Решение. Очевидно, что центр 
масс треугольника находится на высо-
те, опущенной из вершины треугольни-
ка (точки О) на его основание (рис. 4.7). 
Поэтому направим ось y  по этой высо-
те, поместив начало координат в точку 
О. Для нахождения координаты центра 
масс треугольника CY  нужно знать ко-
ординаты y  центров масс каждого из 
стержней: 

1CY , 
2CY  и 

3CY . Поскольку 
масса каждого стержня одинакова и 
равна m , то 

1 2 3
1 2 3

1( ).
3 3

C C C
C C C C

mY mY mY
Y Y Y Y

m
+ +

= = + +
	

(4.14) 

Центры масс однородных стержней (точки 1C , 2C  и 3C  на рис. 4.7) 
расположены в их серединах. Из рассмотрения соответствующих пря-
моугольных треугольников следует, что 

1 2

3sin sin60 ;
2 2 4C C
l lY Y l= = θ= =

3

3sin sin60 .
2CY l l l= θ= =

	

(4.15)

Подставив (4.15) в (4.14), получим, что 

1 3 3 3 .
3 4 4 2 3C

lY l l l
 

= + + =  
 

Рис. 4.7
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Скорость центра масс механической системы, состоящей из N 
материальных точек, имеющей массу m  и импульс p , находится по 
формулам 

1

1 N

C i i
i

V mV
m

=

= ∑
 

 или ,C
pV
m

=




	
(4.16) 

где im  и iV


 – соответственно масса и скорость i -й материальной точки. 
Ускорение центра масс механической системы массой m

,
1 ,

N

i
i

C

F
a

m
==
∑ âíåø





	
(4.17)

где ,iF âíåø



 – равнодействующая внешних сил, приложенных к i-й мате-
риальной точке.

При рассмотрении твердого тела как совокупности материальных 
точек любая сила, действующая на него, является внешней. Поэтому 
уравнение, определяющее ускорение центра масс твердого тела мас-
сой m , можно записать как 

,Cma F= ðàâí





	 (4.18)
где Fðàâí



 – равнодействующая всех сил, приложенных к данному телу. 
Это уравнение можно рассматривать как второй закон Ньютона для 

твердого тела конечных размеров. Таким образом, для твердого тела 
конечных размеров второй закон Ньютона определяет ускорение толь-
ко одной его точки, а именно, центра масс. 

Задача 4.6. Система состоит из трех материальных точек, скоро-
сти которых равны соответственно 1V



, 2V


 и 3V


. Определить скорость 
центра масс системы, если масса всех материальных точек одинакова. 
Скорости и масштаб показаны на рис. 4.8.

Решение. Из первой формулы (4.16), опреде-
ляющей вектор скорости центра масс системы CV



, 
следуют выражения для ее проекций на оси системы координат: 

( ) ( )

( ) ( )

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 1 ;
3 3
1 1 .

3 3

CX x x x x x x

CY y y y y y y

V mV mV mV V V V
m

V mV mV mV V V V
m

 = + + = + +

 = + + = + +


	 (4.19)
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Проекции скоростей матери-
альных точек определим с помо-
щью рис. 4.8: 1 3 1  ;x xV V= =- ì/ñ  

2 4 xV = ì/ñ;  1 2 yV = ì/ñ;  
3 2 yV =- ì/ñ;  2 0.yV =  Подставив 

эти значения в формулы (4.19), по-

лучим, что ( )1 22 4   
3 3CXV = ⋅ - + = ì/ñ;  

( )1 2 2 0 0.
3CYV = - + + =  Это означает, 

что центр масс системы движется 

со скоростью 2   
3
ì/ñ  в направлении оси x .

Рис. 4.8
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5. Работа и энергия

В разделе 1 дается определение скалярного произведения векто-
ров a  и b



, которое обозначается a b⋅


 , и равно произведению модулей 
перемножаемых векторов и косинуса угла между ними (1.4). По опре-
делению: элементарная работа, совершаемая силой F



 при бесконечно 
малом перемещении точки ее приложения d r , равна (рис. 5.1)

cos .dA F d r F d r= ⋅ = θ


 

	 (5.1)
Как и в разделе 3, в данном разделе материальная точка часто, для 

краткости, называется телом.
Работа, совершаемая силой F



 при произвольном перемещении 
тела, на которое она действует, из точки 1 в точку 2 

2

1 2

1

,A F d r→ = ⋅∫




	
(5.2)

где интеграл вычисляется вдоль траектории движения тела (рис. 5.2). 

Рис. 5.1
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Работа, совершаемая постоянной силой при движении тела вдоль 
произвольной траектории

1 2 cos .A F r F r→ = ∆ = ∆ θ


 

 	 (5.3)
Здесь r∆  – результирующее перемещение тела; θ  – угол между 

ним и постоянной силой F


 (рис. 5.3).
При движении тела вдоль произвольной траектории под действием 

любого количества сил работа их равнодействующей равна сумме ра-
бот каждой из сил в отдельности: 

( )
1 2 1 2

1

.
N

i

i

A A→ →

=

=∑
	

(5.4)

Здесь N  – количество сил, действующих на тело. 
Мощность, развиваемая силой 

,dAP
dt

=
	

(5.5)

где dA  – элементарная работа, совершаемая этой силой за время dt . 
Можно показать, что 

,P F V= ⋅
 

	 (5.6)

где V


 – мгновенная скорость точки приложения силы F


. 
Задача 5.1. Пусть на тело, движущееся по произвольной траекто-

рии, действует сила трения скольжения, имеющая постоянный модуль 
Fòð . Определить ее работу, если путь, пройденный телом, равен S . 

Решение. В данном случае формула для работы постоянной силы 
не применима, так как сила трения, оставаясь постоянной по модулю, 
может изменять свое направление ( )constF ≠òð



. Поэтому будем исхо-
дить из общей формулы для работы (5.2), в которой учтем, что угол 

между силой трения Fòð


 и бесконечно малым 
перемещением тела d r  все время равен 180° 
(рис. 5.4). В результате получим, что 

Рис. 5.3
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2 2

,1 2

1 1

cos180 .A F d r F d r→ = =-∫ ∫òð òð òð


 

	
(5.7)

Здесь учтено, что cos180 1=- , а постоянная сила трения вынесена 
за знак интеграла. Поскольку 

2

1

,d r S=∫ 

	
(5.8)

где S  – путь, пройденный телом,
то, подставив (5.8) в (5.7), получим, что 

,1 2 .A F S→ =-òð òð 	 (5.9)

Задача 5.2. Тело массой m , двигаясь по инерции вверх вдоль на-
клонной плоскости, поднялось на высоту h . Какую работу совершила 
при этом сила трения? Угол наклона плоскости к горизонту равен β , а 
коэффициент трения тела о плоскость – µ .

Решение. На движущееся тело действуют три силы: сила тяжести 
mg , реакция опоры N



 и сила трения Fòð


. Так как тело скользит, то, 
F N=µòð . Для нахождения реакции опоры, спроектируем второй закон 
Ньютона 

ma mg N F= + + òð

 

 

на ось y , направленную по нормали к наклонной плоскости (рис. 5.5): 
0 = N ‒ mgcosβ

Отсюда N = mgcosβ и cosF mg=µ βòð . Поскольку сила трения имеет 
постоянный модуль, то для на-
хождения ее работы можно ис-
пользовать формулу (5.9) преды-
дущей задачи. В результате, учтя 

связь 
sin

hS =
β  

 между путем S , 

пройденным телом, и высотой 
его подъема (см. рис. 5.5), полу-
чим, что 

( cos ) cos tg .
sin

hA mg S mg mghc=- µ β =-µ β =-µ β
βòð

Рис. 5.5
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Кинетическая энергия
2

,
2k

mVW =
 
‒
	

(5.10)

это такая энергия, которую тело имеет вследствие своего движения. 
Изменение кинетической энергии тела равно сумме работ всех 

действующих на него сил

2 1

( )
1 2

1

.
N

i
k k

i

W W A→

=

- =∑
	

(5.11)

Силовое поле называется стационарным, если сила, действующая на 
тело в данной точке пространства, не изменяется с течением времени.

Силовое поле называется однородным, если вектор силы, действу-
ющей на тело, одинаков в разных точках пространства.

Сила, действующая на тело со стороны стационарного силового 
поля, называется консервативной, если ее работа не зависит от тра-
ектории движения тела, а определяется только его начальным и ко-
нечным положениями.

Потенциальной энергией тела в заданной точке пространства P  
называется работа, совершаемая консервативной силой при переме-
щении этого тела из точки P  в точку О, в которой потенциальная 
энергия считается равной нулю (рис. 5.6):

( ) .P OW P A →=Ï 	 (5.12)
При фиксированном положении точки О величина потенциальной 

энергии во всех точках пространства определяется однозначно, пото-
му что работа консервативной силы не зависит от траектории перехода 
P O→ . Однако, если положение точки О изменить, то значения потен-
циальной энергии также изменятся. 

Работа, совершаемая консервативной силой, действующей на 
тело, равна убыли потенциальной энергии этого тела3

21:

1 21 2 .A W W→ = -Ï Ï 	 (5.13)
Потенциальная энергия тела в стационар-

ном поле консервативных сил по существу явля-
ется энергией его взаимодействия с телами, соз-
дающими силовое поле. Эта энергия зависит от 

123 Чтобы найти убыль величины  f  нужно из ее старого значения f1 вычесть ее новое значение 
f2. В то же время изменение величины f, обозначаемое как Δf, находится вычитанием из ее нового 
значения f2 ее старого значения f1: Δf = f2 – f1.	

Рис. 5.6

 Р 

О 

П 0W =  
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взаимного расположения всех взаимодействующих тел. Из приведен-
ной формулы следует, что консервативные силы совершают положи-
тельную работу только тогда, когда потенциальная энергия уменьшает-
ся, причем, величина этой работы в точности равна убыли потенциаль-
ной энергии. Это позволяет сделать вывод о том, что консервативные 
силы совершают работу за счет расходования потенциальной энергии, 
запасенной в системе. 

Введем понятие частной производной функции нескольких пере-
менных. Пусть, например, ( ), ,f f x y z=  – функция трех переменных x, 
y и z. Будем считать переменные y и z константами, то есть, положим, 
что y = y0 и z =  z0. В результате этого рассматриваемая функция трех 
переменных превращается в некоторую вспомогательную функцию од-
ной переменной x: ( ) ( )0 0, ,f x f x y z= . Производная этой вспомогатель-

ной функции одной переменной ( )f x  по x df
dx

 
 
 



 называется частной 

производной исходной функции трех переменных ( ), ,f f x y z=  по пере-

менной x, которая обозначается как f
x
∂
∂

. Аналогично определяются и 

обозначаются частные производные по другим переменным. 
Пример 5.1. Определить все частные производные функции 

2 3( , , ) .f x y z xy z=

Решение. При нахождении частной производной функции f по пе-
ременной x выражение 2 3y z  считается константой, которую можно вы-
нести за знак производной. Поэтому 

2 3 2 3 2 3( ) ( ) .f xy z y z x y z
x x x
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

При нахождении частной производной по переменной y  выносит-
ся константа: 3xz  

( ) ( ) ( )2 3 3 2 3 2 .f xy z xz y xz y
y y y
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

При нахождении частной производной по переменной z выносится 
константа 2xy : 

( )2 3 2 3 2 2( ) (3 ).f xy z xy z xy z
z z z
∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂
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Проекции консервативной силы, действующей на тело, можно 
определить, вычислив частные производные потенциальной энергии 
тела по соответствующим пространственным координатам:

;x
WF
x

∂
=-

∂
Ï

 
;y

WF
y

∂
=-

∂
Ï  .z

WF
z

∂
=-

∂
Ï

 	
(5.14)

Пусть ( , , )f f x y z=  – скалярная функция пространственных коор-
динат. Тогда вектор, проекции которого на оси x , y  и z  декартовой си-

стемы координат равны соответственно f
x
∂
∂

, f
y
∂
∂

 и f
z
∂
∂

, называется гра-

диентом функции f и обозначается grad f . С учетом этого определения 
grad .F W=- Ï



Задача 5.3. Зависимость потенциальной энергии тела от декарто-
вой координаты x  имеет вид параболы, представленной на рис. 5.7. 
Определить величину и направление консервативной силы, действу-

ющей на тело, в точках с коор-
динатой 2x=  м, если его потен-
циальная энергия не зависит от 
координат y  и z . 

Решение. Так как потен-
циальная энергия тела не за-
висит от его координат y  и z , 
то в соответствии со вто-
рой и третьей формулами 
(5.14) сила, действующая на 
тело, имеет нулевые про-

екции на оси y  и z . По условию задачи, потенциальная энергия 
является квадратичной функцией координаты x : 2W kx=Ï . 

Поскольку 40W =Ï  Дж при 4x=  м, то 2
2

40 2,5 .
4

k= = Äæ/ì

Отсюда ( )2 2 2 2,5 2 10 H.x
WF kx kx
x

∂ ′=- =- =- =- ⋅ ⋅ =-
∂

Ï   Это означает, 

что в точках с координатой 2x=  м на тело действует консервативная 
сила, равная 10 Н и направленная против оси x .

Потенциальная энергия тела в однородном поле силы тяжести
.W mgh=Ï  	 (5.15)

Рис. 5.7
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Здесь m  – масса тела; h  – высота его центра масс относительно 
нулевого уровня потенциальной энергии; g  – ускорение свободного 
падения. 

Поле силы тяжести является однородным ( constg≈ ), если h R<< , 
где R  – радиус планеты (см. (3.5) и (3.6). 

В случае Земли 6370R≈  км, так что приведенное выражение для 
потенциальной энергии можно применять практически всегда, когда 
речь не идет о космических полетах. 

Выражение для потенциальной энергии тела массой m  в поле силы 
тяжести планеты, имеющей массу M  и радиус R , применимое на лю-
бой высоте тела относительно поверхности планеты h  (рис. 5.8): 

,GMmW
R h

=-
+Ï

 	
(5.16)

где G  – гравитационная постоянная.
Здесь нулевой уровень потенциальной энергии находится при 

h=∞ , а на поверхности планеты W mgR=-Ï , где 2

GMg
R

=  – ускорение 

свободного падения вблизи поверхности планеты при h R<<  (см. (3.5)). 
Потенциальная энергия тела, на которое действует безмассовая 

пружина 2

( ) .
2
xW x k=Ï

	
(5.17)

Здесь 0x l l= - , где 0l  и l  – длина соответственно недеформирован-
ной и деформированной пружины; k  – ее жесткость. 

Задача 5.4. Определить работу, совершаемую силой тяжести при 
перемещении тела массы m  с высоты 1 2h R=  на высоту 2h R=  отно-
сительно поверхности Земли. Считать известными радиус Земли R  и 
ускорение свободного падения на ее по-
верхности g . 

Решение. Работу силы тяжести 
рассчитаем как убыль потенциальной 
энергии тела в поле силы тяжести (см. 
(5.13)): 

1 21 2 .A W W→ = -Ï Ï

Рис. 5.8
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Так как условие h R<<  не выполняется, то потенциальную энергию 
тела рассчитаем по формуле (5.16). В результате получим, что 

1 2 .
2 3 2 6

GMm GMm GMm GMm GMmA
R R R R R R R→ =- + =- + =
+ +  	

(5.18)

Ускорение свободного падения у поверхности Земли g  удовлетво-
ряет равенству (см. (3.5))

.GM gR
R

=
	

(5.19)

Подстановка (5.19) в (5.18) завершает решение задачи 

1 2 .
6 6

GMm gRmA
R→ == =

Задача 5.5. Сила 5F = Н сжала пружину на 1x = 5 мм. Какую работу 
нужно совершить, чтобы дополнительно сжать пружину на 4x∆ =  мм?

Решение. Распространенной ошибкой при решении этой задачи яв-
ляется нахождение работы путем умножения силы F  на перемещение 

x∆ . Однако находить работу таким способом можно только в двух слу-
чаях: либо если перемещение является бесконечно малым (тогда работа 
является элементарной), либо если сила не изменяется. Очевидно, что 
по условию задачи перемещение не является бесконечно малым, а сила, 
сжимающая пружину, должна увеличиваться по мере ее сжатия, чтобы 
быть равной упругой силе, противодействующей сжатию. В силу ра-
венства модулей и противоположной направленности упругой и сжима-
ющей сил, работа внешней силы, сжимающей пружину, отличается от 
работы силы упругости только знаком: 

,1 2A A →=-âíåø óïð . 
В свою очередь, работу упругой силы удобно выразить через убыль 

потенциальной энергии тела, на которое действует упругая сила. Тогда 

2 1

2 2
2 1 ,
2 2

x xA W W k k= - = -âíåø Ï Ï 	
(5.20)

где 
2

WÏ  и 
1

WÏ  – конечное и начальное значения потенциальной энер-
гии тела; 2x  и 1x  – величины конечного и начального сжатия пружины. 
Жесткость пружины определим с помощью закона Гука (3.7):

1

.Fk
x

=
	

(5.21)
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Очевидно, что конечное сжатие пружины 
2 1 .x x x= +∆ 	 (5.22)

Подставив (5.22) и (5.21) в (5.20), получим, что 
2 2 2

1 1 1
1

2 6
3

3
1

( ) 2 ( )
2 2

( ) 5 16 105 4 10 0,028 
2 2 5 10

k FA x x x x x x
x

F xF x
x

-
-

-

   = +∆ - = ∆ + ∆ =   

∆ ⋅ ⋅
= ∆ + = ⋅ ⋅ + =

⋅ ⋅

âíåø

Äæ.

Полная механическая энергия материальной точки W  определяет-
ся выражением: 

,kW W W= + Ï 	 (5.23)

где 
2

2k
mVW =  – кинетическая энергия материальной точки, обусловлен-

ная ее движением; WÏ  – потенциальная энергия материальной точки, 
характеризующая ее взаимодействие с источниками поля консерватив-
ных сил.

Пусть на материальную точку одновременно действуют консерва-
тивные и неконсервативные силы. В соответствии с формулой (5.11), 
изменение кинетической энергии материальной точки 

2 1k kW W-  равно 
сумме работ, совершенных всеми приложенными к ней силами при ее 
переходе из положения 1 в положение 2. Поэтому, выделив в этой сумме 
работу всех консервативных сил 1 2A→  и работу всех неконсервативных 
сил *

1 2A → , можно записать, что 

2 1

*
1 2 1 2.k kW W A A→ →- = + 	 (5.24) 

Работу консервативных сил в (5.24) выразим через убыль потенци-
альной энергии материальной точки (см. (5.13)): 

2 1 1 2

*
1 2.k kW W W W A →- = - +Ï Ï 	 (5.25) 

Перегруппировав слагаемые в (5.25), получим, что 

2 2 1 1

*
1 2( ) ( ) .k kW W W W A →+ - + =Ï Ï 	 (5.26) 

Согласно данному выше определению, слагаемые, заключенные 
в скобки, представляют собой полную механическую энергию мате-
риальной точки в начальном и конечном положениях. Поэтому (5.26) 
можно записать в виде соотношения 

*
2 1 1 2 ,W W A →- = 	 (5.27) 
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которое означает, что изменение полной механической энергии матери-
альной точки равно сумме работ всех действующих на нее неконсер-
вативных сил. 

Напомним, что неконсервативными силами в механике являются 
все силы, кроме силы тяжести и силы упругости. 

Если *
1 2 0A → = , то из (5.27) следует, что 

2 1,W W= 	 (5.28) 
то есть, что полная механическая энергия сохраняется.

Таким образом, полная механическая энергия материальной точки 
сохраняется, если сумма работ всех действующих на нее неконсерва-
тивных сил равна нулю. 

Любую механическую систему можно рассматривать как совокуп-
ность материальных точек. Поэтому кинетической энергией механиче-
ской системы является сумма кинетических энергий всех материаль-
ных точек, входящих в ее состав. Просуммируем правые и левые части 
уравнений (5.24), записанных для каждой материальной точки системы. 
В результате получим уравнение, имеющее тот же вид, что и исходное 
уравнение (5.24), в котором 

2kW  и 
1kW  – это конечная и начальная кине-

тическая энергия всей системы, а 1 2A→  и *
1 2A →  ‒ соответственно сумма 

работ всех консервативных и неконсервативных сил, действующих на 
тела, образующие систему. Вне зависимости от того, являются консер-
вативные силы внутренними или внешними, их работу можно выразить 
с помощью формулы (5.13) через убыль потенциальной энергии. Это 
приводит к уравнению (5.27), в котором W  – это полная механическая 
энергия системы, включающая как потенциальную энергию материаль-
ных точек во внешнем силовом поле, так и потенциальную энергию их 
взаимодействия между собой, а *

1 2A →  – сумма работ всех неконсерватив-
ных сил, действующих на тела, из которых состоит система.

Таким образом, изменение полной механической энергии системы 
равно сумме работ, совершаемых внутренними и внешними неконсер-
вативными силами при изменении ее конфигурации.

Если неконсервативные силы не совершают работу, то механиче-
ская энергия системы не изменяется. Другими словами, полная меха-
ническая энергия системы материальных точек, находящихся под дей-
ствием только консервативных сил, не изменяется4

2. 
24 Поскольку эти силы могут быть как внутренними, так и внешними, то система может быть 

незамкнутой.
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Данное утверждение является формулировкой закона сохранения 
механической энергии. 

Среди неконсервативных сил особое положение занимают сила 
трения и сила сопротивления среды. Как правило, они направлены 
противоположно смещению тел и, следовательно, совершают отрица-
тельную работу. Так как в результате их действия *

1 2 0A → < , то в соот-
ветствии с (5.27) 2 1W W< , т. е., механическая энергия системы уменьша-
ется. Уменьшение механической энергии системы вследствие трения 
или сопротивления среды сопровождается нагреванием тел, то есть, 
увеличением их внутренней энергии. Такой процесс называется дис-
сипацией (рассеянием) механической энергии. Поэтому силы трения и 
силы сопротивления среды движению тел, приводящие к диссипации 
механической энергии, называют диссипативными. 

Итак, при диссипации механическая энергия не исчезает, а пре-
вращается во внутреннюю энергию. Если же помимо механической и 
внутренней энергии учесть и остальные ее формы (электромагнитную, 
ядерную и др.), то с их учетом суммарная энергия системы будет изме-
няться только вследствие ее поступления извне или передачи окружа-
ющей среде, а величина этого изменения окажется в точности равной 
поступившей или переданной энергии. Поэтому полная энергия изоли-
рованной системы, которая не обменивается энергией с окружающей 
средой, не изменяется, так как энергия не возникает из ничего и не 
исчезает, а только переходит из одной формы в другую. Это утвержде-
ния является формулировкой универсального закона сохранения и пре-
вращения энергии. 

В механике энергетический подход к решению задач базируется 
либо на использовании уравнения (5.27) (если работа неконсерватив-
ных сил *

1 2A →  отлична от нуля), либо на использовании закона сохра-
нения механической энергии (5.28) (если работа неконсервативных сил 
равна нулю). При наличии диссипативных сил (трение и сопротивление 
среды), работа которых отлична от нуля, всегда используется урав-
нение (5.27). При отсутствии диссипативных сил, как правило, можно 
использовать закон сохранения механической энергии (5.28). 

Рассмотрим, например, вклад силы натяжения нити в *
1 2A →  при ко-

лебаниях маятника. Сила натяжения нити T


, направленная к центру кри-
визны траектории движения тела, и бесконечно малое перемещение тела 
d r , направленное по касательной к траектории, взаимно перпендикуляр-
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ны (рис. 5.9). Поэтому элементарная работа 
(5.1) силы натяжения cos90 0TdA T d r= =

 . 
Следовательно, и результирующая работа, со-
вершаемая силой натяжения нити при перехо-
де тела из положения 1 в положение 2, которая 
складывается из элементарных работ, также 
равна нулю5

3. 
Аналогично показывается, что и работа 

реакции опоры N


, которая всюду перпен-
дикулярна к бесконечно малым перемещениям тела, тоже равна нулю. 
Таким образом, сила натяжения нити (при колебаниях маятника) и 
реакция опоры (при движении тела по неподвижной поверхности) не 
совершают работу и, следовательно, при отсутствии диссипативных 
сил, позволяют использовать закон сохранения механической энергии 
(5.28). Отметим в заключение, что, если в условии задачи ничего не 
говорится о сопротивлении воздуха движению тела, то этой силой сле-
дует пренебречь. 

Задача 5.6. Небольшое тело, подвешенное на нити длиной L , со-
вершает колебания в вертикальной плоскости. Определить скорость 
тела при отклонении нити от вертикали на угол 30θ=  , если угол ее 
максимального отклонения в процессе колебаний 0 60θ =  . 

Решение. На тело действуют две силы. Одна из них является кон-
сервативной (сила тяжести), а другая – не совершает работу (сила на-
тяжения нити). Поэтому при колебаниях маятника сохраняется ме-
ханическая энергия. Пусть нулевой уровень потенциальной энергии 

соответствует положению равно-
весия тела (точка О, рис. 5.10). 
Положение тела при максималь-
ном отклонении нити будем счи-
тать начальным, а при 30θ=   – 
конечным. В общем случае полная 
механическая энергия имеет два 
слагаемых: потенциальную и ки-
нетическую энергии. Поскольку 
при максимальном отклонении 

35 Данное утверждение несправедливо при движении точки подвеса маятника, так как тогда 
нарушается взаимная перпендикулярность T



 и  d r .

Рис. 5.9
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нити скорость тела равна нулю, то равна нулю и кинетическая энергия. 
Поэтому вся начальная механическая энергия тела имеет форму потен-
циальной энергии: 

11 1,W W mgh= =Ï 	 (5.29)

где m  – масса тела; 1h  – его высота относительно нулевого уровня 
потенциальной энергии (см. рис. 5.10). 

Легко видеть, что 1h AO AB= - . В свою очередь, AO L= , а из треу-
гольника ABC  следует, что 0 0cos cosAB AC L= θ = θ . Следовательно, 

( )1 0 0cos 1 cos ,h L L L= - θ = - θ 	 (5.30) 
и выражение для начальной энергии тела принимает вид 

1 0(1 cos ).W mgL= - θ 	 (5.31) 
В конечном положении тела отличны от нуля как потенциальная, 

так и кинетическая энергии. Поэтому выражение для полной механиче-
ской энергии имеет два слагаемых: 

2 2

2 2

2 2 (1 cos ) .
2 2k

mV mVW W W mgh mgL= + = + = - θ +Ï
  	

(5.32) 

Здесь учтено, что формула (5.30), определяющая 1h , переходит в 
формулу для 2h , если в ней θ0 заменить на θ. Сохранение полной меха-
нической энергии означает, что 2 1W W= . Приравняв правые части (5.31) 
и (5.32), получаем уравнение 

2

0(1 cos ) (1 cos ).
2

mVmgL mgL- θ + = - θ
	

(5.33) 

После сокращения массы и раскрытия скобок уравнение (5.33) пре-
образуется в соотношение 

2

0(cos cos ),
2

V gL= θ- θ

из которого выражаем скорость: 

02 (cos cos ) ( 3 1).V gL gL= θ- θ = -

Задача 5.7. Тело свободно падает с высоты h . Определить скорость 
этого тела в момент времени, когда его потенциальная энергия относи-
тельно нулевого уровня, расположенного на поверхности Земли, будет 
в 5 раз меньше кинетической энергии. 
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Решение. Раз в условии зада-
чи ничего не говорится про силу 
сопротивления воздуха, то, как от-
мечалось выше, этой силой можно 
пренебречь. Поэтому у тела, на ко-
торое действует только консерва-
тивная сила тяжести, сохраняется 
механическая энергия. В началь-
ный момент времени (положе- 

ние 1, рис. 5.11) она имеет форму потенциальной энергии и с учетом 
выбранного нулевого уровня записывается как 

1
1 .W W mgh= =

Ï 	
(5.34) 

В конечном состоянии (положение 2, рис. 5.11) у тела есть как по-
тенциальная, так и кинетическая энергии. Поэтому 

2 22 .kW W W= +Ï 	 (5.35) 
Сохранение энергии означает, что 2 1W W= , т. е. (см. (5.34) и (5.35), что 

2 2
.kW W mgh+ =Ï 	 (5.36) 

В соответствии с условием задачи между двумя неизвестными 
2

WÏ  
и 

2kW , входящими в уравнение (5.36), существует связь 

2

2
.

5
kW

W =Ï
	

(5.37) 

Рассматривая (5.36) и (5.37) как систему уравнений, можно опреде-
лить обе неизвестные величины: 

2
WÏ  и 

2kW . По условию задачи нужно 
узнать скорость тела. Поэтому, решая эту систему, используем (5.37) 
для исключения в (5.36) потенциальной энергии6

4: 

2

2 2

26 6 .
5 5 10

k
k k

W
mgh W W mV= + = =

	
(5.38) 

Используя (5.38), находим искомую скорость тела: 
10 .
6

V gh=

Задача 5.8. На какую максимальную высоту поднимется тело вверх 
вдоль наклонной плоскости, двигаясь по инерции, если его скорость 

4 6 Если бы по условию задачи требовалось определить высоту тела, на которой выполняется ус-
ловие (5.37), то это условие было бы использовано для исключения в (5.36) кинетической энергии.

Рис. 5.11
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у ее основания равна 0V ? Угол на-
клона плоскости к горизонту ра-
вен β. Коэффициент трения тела о 
плоскость равен µ . 

Решение. На тело действуют 
три силы: сила тяжести mg , ре-
акция опоры N



 и сила трения Fòð


 
(рис. 5.12). Первая из них консер-
вативна, вторая ‒ не совершает ра-
боту, а третья – диссипативна, то есть, совершает отрицательную рабо-
ту. Поэтому в данном случае механическая энергия тела не сохраняется, 
и задачу следует решать с помощью формулы (5.27)

*
2 1 1 2 ,W W A →- = 	 (5.39)

в которой *
1 2A →  – работа силы трения. 

Примем, что у основания наклонной плоскости потенциальная 
энергия тела равна нулю (положение 1, рис. 5.12). Тогда вся его началь-
ная механическая энергия 1W  имеет форму кинетической энергии: 

2
0

1 .
2

mVW =
	

(5.40) 

На максимальной высоте тело останавливается, так что вся его ме-
ханическая энергия имеет форму потенциальной энергии (см. рис. 5.12): 

2 .W mgh= 	 (5.41) 
Выражение для работы силы трения, пригодное для рассматривае-

мой ситуации, получено в задаче 5.2:
*
1 2 ctg .A mgh→ =-µ β  	 (5.42)

Подставим (5.40), (5.41) и (5.42) в (5.39). В результате получим сле-
дующее уравнение относительно неизвестной h : 

2
0 tg .

2
mVmgh mghc- =-µ β

	
(5.43) 

Сократим массу m  в (5.43) и выразим h : 
2

0 .
2 (1 tg )

Vh
g c

=
+µ β

Рис. 5.12
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Второй космической скоростью называется минимальная ско-
рость, которую нужно сообщить телу на поверхности планеты, что-
бы без учета сопротивления атмосферы оно могло удалиться от пла-
неты на расстояние, где притяжением к ней можно пренебречь.

Сопротивление атмосферы движению тела приводит к уменьше-
нию его механической энергии. Поэтому для того, чтобы тело в дей-
ствительности могло покинуть сферу притяжения планеты, ему нужно 
сообщить скорость несколько превышающую вторую космическую. 

Задача 5.9. Определить вторую космическую скорость для плане-
ты, имеющей радиус R , если ускорение свободного падения вблизи ее 
поверхности равно g. 

Решение. В соответствии с постановкой задачи на движущееся 
тело действует только сила тяжести (консервативная сила). Поэтому его 
механическая энергия сохраняется. Так как тело удаляется на большое 
расстояние от планеты, то его потенциальную энергию в поле силы тя-
жести можно рассчитывать только по формуле (5.16):

.GMmW
R h

=-
+Ï

 	
(5.44)

Поэтому в начальном положении ( 0)h=  тело имеет отличные от 
нуля и кинетическую, и потенциальную энергии (точка 1, рис. 5.13): 

1 1

2 2
II II

1 ,
2 2k

V VGMmW W W m mgR m
R

= + =- + =- +Ï
 	

(5.45) 

где m  – масса тела, R  – радиус планеты, а масса планеты M  выражена 
через ее радиус и ускорение свободного падения g  вблизи ее поверх-
ности (см. (3.5)). Так как вторая космическая скорость является мини-
мальной скоростью, обеспечивающей выход тела из сферы притяжения 
планеты, то, покинув ее, тело останавливается: при меньшей начальной 
скорости тело не выйдет из сферы притяжения планеты, а при бόльшей 

– будет двигаться и за ее предела-
ми. Поэтому кинетическая энергия 
тела в конечном состоянии 2 0kW = . 
В соответствии с формулой (5.44) 
в конечном состоянии ( h→∞ ) по-
тенциальная энергия тела также 
обращается в ноль. Поэтому ко-
нечная механическая энергия тела Рис. 5.13
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2 22 0kW W W= + =Ï . Сохранение механической энергии тела означает, что 

1 2W W= . Поэтому из (5.45) следует, что 
2

II 0
2

VmgR m- + = , 
то есть, 

II 2 .V gR= 	 (5.46). 
Сопоставление выражения для второй космической скорости (5.46) с 

выражением для первой космической скорости IV  (3.44) показывает, что 

II I2 .V V=

Для Земли II 11V ≈  км/с.
Задача 5.10. Тело массой m  падает без начальной скорости с вы-

соты H . После удара о Землю оно подскакивает на высоту h , причем, 
h H< . Определить изменение импульса тела при ударе о Землю и сред-
нюю силу удара, если его длительность t∆ . 

Решение. Равнодействующую всех сил, приложенных к телу, мож-
но определить, вычислив производную его импульса по времени (см. 
(4.2)). Поэтому среднее значение этой равнодействующей можно рас-
считать с помощью формулы 

,pF
t

∆
=
∆





	
(5.47) 

где 2 1p p p∆ = -
    – изменение импульса тела за время t∆ , а 1p  и 2p  – в 

нашем случае импульс тела непосредственно перед ударом и сразу по-
сле него. Во время удара на тело помимо поверхности Земли действует 
сила тяжести. Пренебрегая вкладом последней в равнодействующую, 
будем находить вектор силы, с которой поверхность действует на тело 
при ударе, по формуле (5.47), а модуль этой силы – по формуле 

.
p

F
t

∆
=
∆



	
(5.48) 

Пусть 1V


 – скорость тела непо-
средственно при подлете к Земле, 
а 2V


 – его скорость сразу после 
завершения взаимодействия с по-
верхностью Земли. Тогда модуль 
изменения импульса тела при ударе 
равен (рис. 5.14) Рис. 5.14
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2 1 2 1.p p p mV mV∆ = + = +


	 (5.49) 

Скорости 1V  и 2V  определим, рассмотрев соответственно падение 
тела на участке 1 1′→  и подъем на участке 2 2′→  (см. рис. 5.14). На этих 
участках на тело действует только сила тяжести (силой сопротивления 
воздуха пренебрегаем), в результате чего сохраняется его механическая 
энергия. 

Рассмотрим участок 1 1′→ . В начальном положении (точка 1′ , рис. 
5.14) тело имеет только потенциальную энергию, то есть, 1W mgH′ = . В 
конечном положении (точка 1, рис. 5.14) все механическая энергия тела 

имеет форму кинетической энергии: 
2

1
1 .

2
mVW =  Сохранение механиче-

ской энергии на участке 1 1′→  означает, что 1 1W W′ = , то есть, что 
2

1 .
2

mVmgH =
	

(5.50) 

Из (5.50) выражаем скорость подлета тела к Земле:

1 2 .V gH=  	 (5.51) 
Сохранение механической энергии на участке 2 2′→  позволяет за-

писать соотношение 
2

2 ,
2

mV mgh=

из которого следует, что 

2 2 .V gh= 	 (5.52) 

Подставив (5.51) и (5.52) в (5.49), получим, что изменение импуль-
са тела при ударе 

( )2 2 ,p m gh gH∆ = +


	
(5.53) 

а значит, средняя сила, с которой поверхность Земли действует при 
этом на тело, равна (см. (5.48))

( )2 2
.

m gh gH
F

t

+
=

∆ 	
(5.54) 

По третьему закону Ньютона тело прикладывает к поверхности 
Земли силу, имеющую такой же модуль, но противоположное направ-
ление. Отсюда следует, что импульс p′∆

 , передаваемый телом Земле 
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при ударе, равен взятому с обратным знаком изменению импульса тела: 
p p′∆ =-∆
  . Поэтому величину передаваемого импульса также можно 

рассчитать по формуле (5.53). В заключение отметим, что, так как по 
условию h H< , то 2 1V V<  (см. (5.51), (5.52)), то есть, механическая энер-
гия теряется при ударе (удар неупругий). 

Задача 5.11. Пуля массой m , летевшая горизонтально, пробивает 
тело массой M  ( m M<< ), висящее на нити длиной L , вследствие чего 
ее скорость уменьшается в два раза. Определить начальную скорость 
пули Vп, если вследствие удара нить с телом отклонилась от вертикали 
на 90 , а тело можно рассматривать как материальную точку. 

Решение. Если бы механическая энергия сохранялась на всех эта-
пах рассматриваемого процесса, то найти начальную скорость пули 
можно было бы, приравняв ее начальную кинетическую энергию ко-
нечной механической энергии системы, состоящей из пули и тела. 
Однако пуля тормозится, а тело разгоняется за счет сопротивления, 
оказываемого материалом тела движению пули. Как известно, сила со-
противления среды не является консервативной, а ее работа приводит 
к превращению части механической энергии во внутреннюю энергию 
системы. Спасает ситуацию то, что при прохождении пули сквозь тело 
сохраняется импульс системы, а после вылета пули из тела у него начи-
нает сохраняться механическая энергия. Это позволяет решить задачу в 
два этапа. Рассмотрим каждый из них более подробно. 

По третьему закону Ньютона сила, с которой пуля действует на 
тело, проходя сквозь него, равна силе сопротивления, действующей 
на нее со стороны материала тела. Это позволяет записать равенство 
ma Ma=ï ò , где aï  и aò  – соответственно ускорения пули и тела. Из это-

го равенства и условия m M<<  следует, что 1.a m
a M
= <<ò

ï

 Так как в со-

ответствии с полученным неравенством ускорение тела много меньше 
ускорения пули, то за время прохождения пули сквозь тело оно прак-
тически не смещается из положения равновесия. Вследствие этого при 
взаимодействии тела и пули внешние силы (сила тяжести и сила натя-
жения нити) остаются вертикальными и, соответственно, не изменяют 
горизонтальный импульс системы пуля–тело. Запишем закон сохране-
ния горизонтальной составляющей импульса этой системы: 

,x x xmV mV MV′ ′= +ï ï ò 	 (5.55) 
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где V ′ï  и V ′ò  – скорости пули и 
тела сразу после взаимодействия  
(рис. 5.15). Так как направления 
скоростей и оси x  совпадают, то 
индекс x  в уравнении (5.55) мож-
но опустить. С учетом условия 

2
VV ′= ï

ï , это позволяет записать 
данное уравнение в виде 

.
2

Vm MV ′=ï ò
	

(5.56) 

Уравнение (5.56) показывает, что для нахождения начальной ско-
рости пули достаточно знать скорость тела сразу после ее вылета V ′ò . 

После вылета пули рассматриваемое тело становится маятником, а 
при колебаниях маятника сохраняется механическая энергия (см. разъ-
яснения перед задачей 5.6). Скорость V ′ò  можно определить, восполь-
зовавшись этим законом. Запишем его, приняв потенциальную энергию 
тела в положении равновесия за ноль (рис. 5.16): 

2

.
2

MV MgL
′
=ò

	
(5.57)

Из (5.57) следует, что 
2 ,V gL′ =ò  	 (5.58) 

а из (5.56), что 
2 .MVV

m
′

= ò
ï

	
(5.59) 

Подставив (5.58) в (5.59), получим выражение для начальной ско-
рости пули: 

2 2
.

M gL
V

m
=ï

Задача 5.12. Какую минимальную скорость minV  нужно сообщить 
телу, висящему на нити длиной L , чтобы оно могло совершить полный 
оборот в вертикальной плоскости, не сходя с круговой траектории. 

Решение. Как и в предыдущих задачах этого раздела, здесь под 
телом понимается материальная точка. Очевидно, что особую роль в 
данной задаче играет верхняя точка траектории: если тело достигнет 

Рис. 5.15
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этой точки, двигаясь по круговой траектории, то и в 
дальнейшем оно не сойдет с нее. 

Пусть тело проходит верхнюю точку со скоро-
стью V , обеспечивающей натяжение нити. В этом 
случае на него помимо силы тяжести mg  будет дей-
ствовать и сила натяжения нити T



 (рис. 5.17), то есть, 
второй закон Ньютона будет иметь следующий вид: 

.ma mg T= +


 

	 (5.60) 
Чтобы избавиться от вклада тангенциально-

го ускорения спроектируем второй закон Ньютона 
(5.60) на мгновенную ось y , направленную от тела к центру окруж-
ности7

5. В результате, получим уравнение 
2

,Vm mg T
R
= +

	
(5.61) 

в котором учтено, что проекция ускорения тела на ось y  равна нор-

мальному ускорению: 
2

y n
Va a
R

= =  ( R  – радиус кривизны траектории). 

Очевидно, что пока нить натянута, радиус кривизны траектории равня-
ется длине нити, то есть, R L= . Будем постепенно уменьшать скорость 
прохождения телом верхней точки траектории. В соответствии с урав-
нением (5.61) это будет сопровождаться уменьшением силы натяжения 
нити T . Пусть при некоторой скорости V ′  сила натяжения становится 
равной нулю. В этом случае, с учетом того, что R  еще равно L , уравне-
ние (5.61) принимает вид 

2

.Vm mg
L
′
=

	
(5.62)

После уменьшения скорости до значения V ′  (обращения силы на-
тяжения нити в ноль) правая часть уравнения (5.61) становится посто-
янной и равной mg , а значит, перестает изменяться и левая часть этого 

уравнения равная 
2Vm

R
. Поэтому дальнейшее уменьшение скорости 

сопровождается уменьшением R , то есть, сходом тела с круговой тра-
ектории радиуса L .

57  Этот прием всегда целесообразно использовать при решении задач на динамику движения 
по окружности (см. пояснение перед задачей 3.5 из раздела «Динамика материальной точки»).

Рис. 5.17
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Таким образом, наименьшая скорость, с которой тело пройдет 
верхнюю точку траектории, двигаясь в вертикальной плоскости по 
окружности, радиус которой равен длине нити L , находится из урав-
нения (5.62), то есть, определяется соотношением8

6 
.V gL′= 	 (5.63)

Очевидно, что чем меньше скорость, сообщенная телу в положе-
нии равновесия, тем с меньшей скоростью оно проходит верхнюю точ-
ку траектории. Поэтому при сообщении телу искомой скорости minV  его 
скорость в верхней точке траектории будет равной V ′  (5.63). Именно 
такая ситуация показана на рис. 5.18. Так как при движении тела по 
окружности сила натяжения нити 
не совершает работу, то связать 
между собой скорости minV  и V ′  
можно с помощью закона сохране-
ния механической энергии. Будем 
считать, что потенциальная энер-
гия тела равна нулю в его поло-
жении равновесия (см. рис. 5.18). 
Тогда вся начальная механическая 
энергия тела имеет форму кинети-
ческой энергии:

1

2
min

1 .
2k

mVW W= =

В верхней точке траектории механическая энергия тела находит-
ся частично в форме кинетической, а частично в форме потенциальной 
энергии. С учетом выражения (5.63) ее можно представить в следую-
щем виде:

2 2

2

2
5(2 ) 2 .

2 2 2k
mV mgLW W W mg L mgL mgL

′
= + = + = + =Ï

Приравнивая 2W  и 1W , определяем minV : 

min 5 .V gL=

68 При движении тела по внутренней поверхности «мертвой петли» (см. следующую задачу) 
роль силы натяжения играет реакция опоры N



. Поэтому минимальную скорость прохождения 
телом верхней точки «мертвой петли» без отрыва от ее поверхности можно также рассчитать по 
формуле (5.63), заменив в ней длину нити L  на радиус петли R .

Рис. 5.18
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Задача 5.13. Небольшое тело соскальзывает по наклонному скату, 
переходящему в «мертвую петлю» радиуса R , с высоты h R=  относи-
тельно ее центра. На какой высоте относительно центра петли тело ото-
рвется от ее поверхности? Трением пренебречь. 

Решение. Пусть отрыв происходит в точке C  (рис. 5.19). Условием 
отрыва является обращение в ноль реакции опоры N



. С учетом данно-
го условия второй закон Ньютона для тела при его нахождении в точке 
отрыва принимает следующий вид:

.ma mg=
 

	 (5.64) 

В рассматриваемой точке mg  имеет ненулевую проекцию на ка-
сательную к траектории движения тела (точка C  рис. 5.19). Поэтому 
в ней отлично от нуля тангенциальное ускорение. Чтобы избавиться от 
его вклада, как обычно при применении законов динамики к изучению 
движения тела по окружности, спроектируем второй закон Ньютона 
(5.64) на ось y , направленную к центру петли (точка О, рис. 5.19). В 
результате получим, что 

2

cos ,Vm mg
R
= θ

	
(5.65) 

где учтено, что 
2

.y n
Va a
R

= =  Из треугольника OCB  (рис. 5.19) следует, 

что cos ,CB H
CO R

θ= =  где H  – искомая высота точки отрыва. Подставив 

это выражение для косинуса в (5.65) и сократив R  и m , получим, что 
2 .V gH= 	 (5.66) 

Уравнение (5.66) связывает 
между собой две неизвестные ве-
личины: искомую высоту точки от-
рыва H  и скорость тела в ней V . 
Второе уравнение, содержащее 
эти же две неизвестные, можно 
получить, записав закон сохране-
ния механической энергии9

7. 

79 Трением по условию задачи можно пренебречь, а реакция опоры не совершает работу.

Рис. 5.19
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Полученная таким способом система двух уравнений с двумя неиз-
вестными позволит определить как V , так и H . 

Рассмотрим закон сохранения механической энергии. Механическая 
энергия тела в момент начала соскальзывания 1 ,W mgh mgR= =  а его 

механическая энергия в точке отрыва 
2

2 2
mVW mgH= + (см. рис. 5.19). 

Приравняв 1W  и 2W , получим, что 
2

.
2

mVmgR mgH= +
	

(5.67) 

Сократим m  в (5.67) и исключим 2V  с помощью (5.66): 

3 .
2 2

gHgR gH gH= + =
	

(5.68) 

Из (5.68) следует, что 2 .
3

H R=  

6. Механика вращения твердого тела

Момент инерции i -й материальной точки относительно оси z
2 ,i i iI m R= 	 (6.1)

где im  – масса этой материальной точки, а iR  – ее расстояние от оси z  
(рис. 6.1). 

Момент инерции твердого тела относительно оси z складывается 
из моментов инерции составляющих его материальных точек относи-
тельно этой же оси:

2.i iI m R=∑ 	
(6.2) 

Выражение для момента инерции (6.2) соот-
ветствует дискретной модели твердого тела, когда 
это тело рассматривается как совокупность мате-
риальных точек. Однако для проведения конкрет-
ных расчетов удобнее модель сплошной среды. В 
рамках этой модели предполагается, что вещество 
не локализовано в атомах, а непрерывно заполня-
ет весь объем тела. При этом распределение массы 
по телу характеризуется его плотностью ρ . Пусть 
dm  – масса тела, запасенная в физически бесконеч-Рис. 6.1
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но малом объеме dV , включающем рассматриваемую точку простран-
ства10

1. Тогда плотность тела в данной точке 

.dm
d

ρ=
V

 	 (6.3)

Если воспользоваться выражением (6.3), то масса элемента тела, 
имеющего физически бесконечно малый объем :dV

.dm d=ρ V 	 (6.4)
Такой элемент можно рассматривать как материальную точку. По-

этому момент инерции физически бесконечно малого элемента тела 
относительно оси z :

2 2 ,dI R dm R d= = ρ V 	 (6.5)
где R – кратчайшее расстояние от данного элемента до оси z   
(рис. 6.2). Таким образом, в рамках модели сплошной среды момент 
инерции твердого тела относительно оси z  вычисляется по формуле 

2 ,I R d= ρ∫
V

V

 	
(6.6)

где интегрирование проводится по объему всего тела (рис. 6.2). При-
водимые ниже выражения для моментов инерции ряда тел следуют из 
формул (6.2), (6.6). 

Момент инерции тонкостенного цилиндра относительно его оси 
симметрии112 

2 ,CI mr= 	 (6.7)
где m  – масса цилиндра, а r  – его радиус (рис. 6.3)).

110 Отметим, что объем считается физически бесконечно малым, если он бесконечно мал в ма-
кроскопическом понимании и при этом содержит достаточно большое количество атомов. Ограни-
чивая dV  снизу, мы сглаживаем  мелкомасштабную неоднородность вещества.

211 Так как ось z проходит через цент (center) масс тела, то для момента инерции используется 
обозначение IC .

Рис. 6.2
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Момент инерции однородного сплошного цилиндра массой m  и ра-
диуса r  относительно его оси симметрии:

2

.
2C

mrI =
	

(6.8)

Момент инерции однородного шара массой m  и радиуса r  отно-
сительно оси, проходящей через его центр: 

22 .
5CI mr=

	
(6.9)

Момент инерции тонкого стержня, имеющего длину l  и массу m , 
относительно перпендикулярной к нему оси, проходящей через центр 
масс (рис. 6.4):

2

.
12C
mlI =

	
(6.10)

Пусть требуется найти момент инерции I  некоторого тела относи-
тельно произвольной оси z  (рис. 6.5). Проведем вспомогательную ось 
z′через центр масс этого тела параллельно исходной оси z . 

Теорема Штейнера утверждает, что 
2 ,CI I md= + 	 (6.11)

где m  – масса тела, а d  – расстояние между осями. 
Задача 6.1. Определить момент инерции однородного тонкого 

стержня длиной l  и массой m  относительно перпендикулярной к нему 
оси z , проходящей через его конец. 

Решение. Проведем вспомогательную ось z′  параллельную оси 
z  через центр масс стержня (через его середину) (рис. 6.6). Момент 

Рис. 6.4 Рис. 6.5
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инерции стержня относительно оси z′– 
2

12C
mlI =  (см. (6.10)), а 

2
ld =  (см. рис. 6.6). 

Воспользовавшись теоремой Штейнера, 
получим, что искомый момент инерции 

22 2

.
12 2 3
ml l mlI m = + = 

 
При вычислении момента инерции 

составного тела по формуле (6.2) 2
i iI m R=∑  можно по отдельности 

выполнять суммирование по материальным точкам, образующим каж-
дый его элемент:

2 2 ...i i i iI m R m R= + +∑ ∑
ïåðâûé âòîðîé
ýëåìåíò ýëåìåíò

Каждая сумма в приведенном выражении – это момент инерции 
соответствующего элемента составного тела относительно рассматри-
ваемой оси. Таким образом, момент инерции составного тела относи-
тельно произвольной оси равен сумме моментов инерции составляю-
щих его элементов относительно этой же оси. 

Задача 6.2. Определить момент инерции треугольника, образован-
ного тремя одинаковыми тонкими стержнями массой m  и длиной l , 
относительно оси z , проходящей через одну из вершин треугольника 
перпендикулярно к его плоскости. 

Решение. Момент инерции рассматрива-
емого треугольника 

1 2 3,I I I I= + +  	 (6.12)
где iI  – момент инерции i-го стрежня отно-
сительно оси z  (рис. 6.7). Моменты инерции 
первого и второго стержней 1I  и 2I  можно 
рассчитать по формуле, полученной в зада-
че 6.1. Момент инерции третьего стержня 3I  
определим с помощью теоремы Штейнера. 
Для этого через центр масс третьего стержня 
(через его середину) проведем вспомогатель- Рис. 6.7
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ную ось z′  параллельную оси z  (см. рис. 6.7). Расстояние между осями 

d  найдем из прямоугольного треугольника: 3sin60
2

d l l= = . Тогда по 

теореме Штейнера
22 2 2 2

3
3 3 5 .

12 2 12 4 6
ml ml ml mlI m l

 
= + = + =  

 
Подставив выражения для iI  в (6.12), получим, что 

2 2 2 25 3 .
3 3 6 2

ml ml ml mlI = + + =

Моментом силы F


 относительно точки О называется векторное 
произведение векторов r  и F



:

,M r F= ×
 



	 (6.13)
где r  – радиус-вектор, проведенный из точки О в точку приложения 
силы F



 (рис. 6.8). 
В соответствии с определением векторного произведения 

sin ,M rF= θ  	 (6.14)

где θ  – угол между векторами r  и F


. 
Напомним, что векторное произведение перпендикулярно к пло-

скости, образуемой перемножаемыми векторами. При этом из двух 
возможных направлений выбирается то, которое связано с последова-
тельностью перемножаемых векторов (здесь r  и F



) правилом правого 
винта (правой руки). Более подробно, алгоритм нахождения векторно-
го произведения описан в разделе 1.

Проведем ось через точку О, относительно которой определен век-
тор момента силы M



. 
Моментом силы относитель-

но оси называется проекция вектора 
M


 на ось, проходящую через точку 
О, относительно которой определен 
вектор M



. 
Таким образом, термин момент 

силы относительно оси z  – это еще 
одно название проекции вектора мо-
мента силы M



 на эту ось, вследствие 
Рис. 6.8
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чего для рассматриваемой физи-
ческой величины используется 
обозначение zM .

Алгоритм нахождения zM  
(момента силы F



 относительно 
оси z ) поясняется на рис. 6.9:

спроектируем силу F


 на 
плоскость ⊥Ï , которая перпенди-
кулярна к оси z и содержит точку 
приложения силы F



, а затем най-
дем составляющую этой силы, лежащую в указанной плоскости, которую 
обозначим F⊥



;
продлим F⊥



 в обе стороны, тем самым, построив линию действия силы;
из точки оси z, лежащей в плоскости ⊥Ï , опустим перпендикуляр 

на линию действия силы и найдем его длину d , т. е., плечо.
Можно показать, что момент силы относительно оси z равен 

.zM F d⊥=± 	 (6.15)
Знак «+»берется тогда, когда сила вращает в направлении, связан-

ном с направлением оси z  правилом правого винта (правой руки). Если 
сила вращает в направлении обратном указанному, то берется знак 
минус. В ситуации, представленной на рисунке, следует брать знак «+». 

Моментом импульса материальной точки относительно точки О 
называется векторное произведение r  и p :

,L r p= ×


 

	 (6.16)
где p mV=



  – импульс материальной точки; r  – радиус–вектор, прове-
денный к материальной точке из точки О. 

В соответствии с определе-
нием векторного произведения 
модуль L



 можно рассчитать по 
формуле 

sin ,L rp= θ  	 (6.17)
где θ  – угол между r  и p   
(рис. 6.10). 

Проведем ось через точку О, 
относительно которой определен 
вектор момента импульса L



.

Рис. 6.9
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Моментом импульса материальной точки относительно оси на-
зывается проекция вектора L



 на ось, проходящую через точку О, от-
носительно которой определен вектор L



. 
Таким образом, термин момент импульса материальной точки от-

носительно оси z  – это еще одно название проекции вектора L


 на эту 
ось, вследствие чего для рассматриваемой физической величины ис-
пользуется обозначение zL . 

Момент импульса материальной точки относительно оси z  мож-
но рассчитать с помощью формулы

,zL p d⊥=± 	 (6.18)
где p⊥  – составляющая импульса, лежащая в плоскости ⊥Ï , кото-
рая содержит материальную точку и перпендикулярна к оси z , а d  
– плечо, то есть, длина отрезка, лежащего в плоскости ⊥Ï , который 
проводится от оси z  под прямым углом к продолжению вектора p⊥

   
(рис. 6.11). Знак «+» следует использовать, если материальная точка 
движется в направлении, связанном с направлением оси z  правилом 
правой руки (правого винта). В противном случае берется знак минус. 
В ситуации, представленной на рисунке, следует брать знак «+».

Отметим, что в качестве илллюстрации к алгоритму нахождения 
Lz, помимо рис. 6.11, можно использовать и рис. 6.9, если на нем F за-
менить на p .

Моментом импульса механической системы относительно точки 
О называется вектор 

,iL L=∑
 

	
(6.19)

где iL


 – момент импульса i -й материальной точки относительно точки О. 
Спроектируем формулу (6.19) на ось z , проходящую через точку 

О. В результате получим, что момент импульса механической системы 
относительно оси z  складывается из моментов импульса отдельных 

материальных точек относительно 
этой же оси:

.z izL L=∑ 	
(6.20)

Можно показать, что момент 
импульса твердого тела относи-
тельно неподвижной оси враще-
ния (ось z ) Рис. 6.11

 

⊥
p


 

m  
z  

θ  

d  

R


 

⊥

П  



69

,z zL I= ω 	 (6.21)
где I  – момент инерции вращающегося тела относительно этой оси 
(см. (6.2), (6.6)); ω – угловая скорость его вращения. 

Производная момента импульса материальной точки по времени 
равна векторной сумме моментов всех действующих на нее сил:

.i
dL M
dt

=∑




	
(6.22)

К этому уравнению можно прийти, используя второй закон Ньюто-

на в форме 
1

N

i
i

d p F
dt

=

=∑




 (см. (4.2)), путем замен p L→


  и i iF M→
 

. Сле-

довательно, в данном случае момент импульса L


 играет роль импульса 
p , а момент силы M



 – роль силы F


.
Производная момента импульса механической системы по времени 

равна векторной сумме моментов всех действующих на нее внешних сил:

, .i
dL M
dt

=∑ âíåø





	
(6.23)

К этому уравнению можно прийти, сделав в уравнении 

,
1

N

i
i

d p F
dt

=

=∑ âíåø





 (см. (4.4)) замены p L→


  и , ,i iF M→∑ ∑âíåø âíåø

 

, где 

,iF∑ âíåø



 – векторная сумма внешних сил, действующих на систему. 

Данный факт еще раз указывает на аналогию между импульсом и мо-
ментом импульса, силой и моментом силы. 

Если , 0iM =∑ âíåø



, то из приведенного уравнения (6.23) следует, 

что 0dL
dt

=


, то есть, что constL=


. Таким образом, приходим к следу-

ющей формулировке закона сохранения момента импульса: момент 
импульса механической системы сохраняется, если векторная сумма 
моментов всех внешних сил равна нулю12

3.
Спроектируем уравнение (6.23) на ось z , проходящую через точку 

О, относительно которой определены моменты импульса и силы. В ре-
зультате получим, что

, , ,z
i z

dL M
dt

=∑ âíåø
	

(6.24)

312 Напомним, что импульс механической системы сохраняется, если  векторная сумма самих 
внешних сил равна нулю.
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где zL  – момент импульса системы относительно оси z , а , ,i zM âíåø  – 
момент i-й внешней силы относительно этой оси. Таким образом, про-
изводная по времени момента импульса механической системы отно-
сительно оси равна алгебраической сумме моментов внешних сил от-
носительно этой оси. 

Если , , 0,i zM =∑ âíåø  то constzL = , то есть, для сохранения момен-
та импульса механической системы относительно некоторой оси 
нужно чтобы сумма моментов внешних сил относительно этой оси 
равнялась нулю. 

Если ось вертикальна, то по отношению к ней у любой вертикаль-
ной силы составляющая 0F⊥ =



 (см. рис. 6.9), то есть, такая сила имеет 
относительно данной оси нулевой момент (см. (6.15)). По этой причине 
внешняя сила тяжести не мешает сохраняться моменту импульса от-
носительно вертикальной оси. 

Рассмотрим, например, вращение фигуриста. На него действу-
ют три внешние силы: сила тяжести, реакция опоры и сила трения. 
Две первые из них вертикальны, то есть, имеют нулевой момент от-
носительно вертикальной оси, а сила трения мала, вследствие чего ее 
моментом также можно пренебречь. Это приводит к сохранению мо-
мента импульса фигуриста относительно вертикальной оси вращения: 

constz zL I= ω = . При группировке фигуриста уменьшается расстояние 
всех частей его тела от оси вращения. В результате, момент инерции 
фигуриста I  уменьшается, а вследствие сохранения zL  – угловая ско-
рость его вращения ω увеличивается. 

Задача 6.3. Тонкий покоящийся стержень длиной l  и массой M  
может вращаться без трения вокруг вертикальной оси, проходящей че-

рез его середину. В стержень на расстоянии 
4
l  от его конца попадает 

пуля и застревает в нем. Масса пули m , а ее скорость V


 горизонтальна 
и перпендикулярна к стержню. С какой угловой скоростью будет вра-
щаться стержень после попадания пули? 

Решение. Если рассматривать стержень и пулю как механическую си-
стему, то внешними силами будут (1) сила тяжести,(2) вертикальная сила, 
удерживающая стержень на оси, (3) горизонтальная сила, с которой ось 
действует на стержень в момент удара пули. Последняя из названных сил 
порядка силы взаимодействия пули и стержня, что делает несправедли-
вым закон сохранения импульса, который ранее использовался нами при 
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рассмотрении столкновения тел. В то же 
время эта сила имеет нулевое плечо от-
носительно оси вращения стержня, то 
есть, нулевой момент относительно нее. 
Нулевой момент относительно оси вра-
щения имеют и остальные внешние силы 
из-за своей вертикальности. Поэтому 
сохраняется момент импульса системы 
стержень-пуля относительно оси z , 
которая направлена вдоль оси вращения 
стержня вертикально вверх (рис. 6.12). 

Рассматривая пулю как материальную точку, рассчитаем ее момент 
импульса относительно оси z  по формуле zL p d⊥=±  (6.18), в которой 
направлению скорости и выбранному направлению оси z  соответству-

ет знак «+», p mV⊥ =  и плечо 
4
ld = . Так как начальный момент импуль-

са системы равен моменту импульса пули, то , 4z
lL mV = 

 
íà÷ . Конечный 

момент импульса системы относительно оси z  – , ( )zL I I I= ω= + ωêîí ñò ï   
(см.(6.21)), где ω – искомая угловая скорость, а Iñò , Iп и I  – моменты 
инерции стержня, пули, застрявшей в стержне, и системы стержень-
пуля относительно оси z . Момент инерции пули, рассматриваемой 

как материальная точка, 
2

2

16
lI md m= =ï   (см. (6.1)), а момент инерции 

стержня Iñò  можно рассчитать по формуле 
2

12
lM  (см.(6.10)). Поэтому

2 2 2

, .
16 12 4 3 4z
l l m M lL m M

   = + ω= + ω   
  

êîí

Приравнивая ,zL êîí  и ,zL íà÷ , получим, что 
2

.
4 4 3 4
l m M lmV   = + ω   

   
Откуда 

.

4 3

mV
m M l

ω=
 + 
 

Рис. 6.12

 

m  

M  

4

l
d =  V



 
z  

Вид сверху 
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Задача 6.4. Горизонтальная платформа в виде однородного диска 
массой M  и радиуса R , на краю которой стоял человек массой m , 
вращалась без трения вокруг вертикальной оси с угловой скоростью ω0. 
Человек пошел по краю платформы в направлении противоположном 
направлению ее вращения со скоростью Vîòí  относительно платформы. 
С какой угловой скоростью стала вращаться платформа? На какой угол 
повернется платформа за время пока человек пройдет относительно нее 
полный круг? Человека считать материальной точкой. 

Решение. Направим ось z  вдоль оси вращения платформы в на-
правлении 0ω

  (рис. 6.13). Как и в предыдущей задаче трения между 
платформой и осью нет, а остальные внешние силы (сила тяжести и 
сила, удерживающая платформу на оси) вертикальны, то есть, имеют 
относительно вертикальной оси z  нулевой момент. Следовательно, со-
храняется момент импульса системы человек‒платформа относительно 
этой оси. Ось z  направлена вдоль ( )0 0ozω ω =ω

  и проходит через центр 
масс платформы, являющейся однородным цилиндром, а человека мож-
но рассматривать как материальную точку. Поэтому начальный момент 
импульса системы человек‒платформа относительно оси (см. (6.21), 
(6.8), (6.1))

2
2

, 0 .
2z

MRL mR
 

= + ω 
 

íà÷

	
(6.25) 

Конечный момент импульса системы относительно рассматривае-
мой оси 

2
2

, , , ,
2z z z

MRL mR= ω + ωêîí ïë ÷åë
	

(6.26) 

где ωïë  – угловая скорость вращения платформы после начала движе-
ния человека; ω÷åë – угловая скорость движения человека вокруг оси 

z  в системе отсчета, связанной 
с Землей13

4. 
Поскольку противоположным 

направлениям поворота соответ-
ствуют противоположные знаки 
углов поворота, то угол поворота 
человека в системе отсчета, свя-

413 При использовании законов сохранения начальное и конечное состояния системы должны  
рассматриваться в одной и той же системе отсчета. В данном случае используется система отсчета, 
связанная с Землей.

Рис. 6.13
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занной с Землей, является алгебраической суммой угла его поворота 
относительно платформы и угла поворота самой платформы. Это при-
водит к следующей связи проекций угловых скоростей на ось z:

, , , .z z zω =ω +ω÷åë ïë îòí 	 (6.27) 
Из (6.26) и (6.27) следует, что

2
2 2 2

, , , , ,
2 2z z z z

V mVMR ML mR m R R
R R

   = ω + ω - = + ω -  
  

îòí îòí
êîí ïë ïë ïë

	
(6.28) 

где учтено, что , /z V Rω =-îòí îòí . 
Приравнивая выражения для ,zL íà÷  (6.25) и ,zL êîí  (6.28), определим 

угловую скорость вращения платформы

, 0 .

2

z
mV
MR m

ω =ω +
 + 
 

îòí
ïë

	

(6.29) 

Формула (6.29) показывает, что после начала движения человека 
платформа увеличила угловую скорость вращения, не изменив его на-
правления ( , 0zω >ïë ). 

Угол поворота платформы за время обхода ее человеком tϕ =ωïë ïë , 

где время обхода 2 Rt
V
π

=
îòí

. Отсюда с учетом (6.29) получаем, что 

0 022 2 .
2

2

mV
RR m

MR m MV V m

 ω + π ωπ π ϕ = = +  +    +     
 

îòí

ïë
îòí îòí

 
Рассмотрим твердое тело как механическую систему. Примени-

тельно к такой системе силы взаимодействия молекул тела между со-
бой являются внутренними, а любая сила, приложенная к телу, является 
внешней. Это позволяет записать уравнение для производной проекции 
момента импульса механической системы по времени (6.24) в виде 

, ,z
i z

dL M
dt

=∑ 	
(6.30)

где zL  – момент импульса твердого тела относительно неподвижной 
оси вращения z ; ,i zM  – момент i-й силы, приложенной к телу, относи-
тельно этой же оси. 
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Поскольку Lz = Iωz (см. (6.21)), то

( ) ,z z
z z

dL dd I I I
dt dt dt

ω
= ω = = ε

	
(6.31)

где учтено, что z
z

d
dt
ω

ε =  – проекция углового ускорения на ось z   
(см. (2.28)). 

Приравнивая правые части выражений (6.30) и (6.31), получим урав-
нение динамики вращения твердого тела вокруг неподвижной оси z : 

, ,z i zI Mε =∑ 	
(6.32)

где I  – момент инерции тела относительно оси вращения; ε  – его угло-
вое ускорение; ,i zM∑  – алгебраическая сумма моментов всех дей-
ствующих на тело сил относительно оси вращения z . 

Приведенное уравнение показывает, что для тела, вращающегося 
вокруг неподвижной оси, угловое ускорение zε ~ zM , то есть, что вра-
щающее действие силы характеризуется не вектором ее момента M



, 
а проекцией этого вектора на ось вращения zM  (моментом относи-
тельно оси z ). Эта проекция может быть как положительной, так и от-
рицательной, причем 0zM > , если сила стремится повернуть тело в на-
правлении, связанном с направлением оси z  правилом правого винта. 
Возможны два направления оси z . Однако обычно ось z  направляют 
вдоль угловой скорости. Тогда момент, помогающий вращению, ока-
зывается положительным, а момент тормозящий – отрицательным. 
Кроме того, при таком выборе направления оси 0zε > , если вращение 
ускоренное, и 0zε < , если вращение замедленное. 

Угловое ускорение ε  тела, вращающегося вокруг неподвижной 
оси, подобно линейному ускорению a  материальной точки, движущей-
ся по прямолинейной траектории. Поэтому сопоставление уравнения 
динамики вращения твердого тела (6.32) и спроектированного на ось 
второго закона Ньютона ,x i xma F=∑  показывает, что при вращении:

1) момент инерции тела I  подобен массе материальной точки m ;
2) момент силы относительно оси вращения zM  играет ту же роль, 

что и проекция силы xF , действующей на материальную точку.
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Задача 6.5. На однородный сплошной цилиндр радиуса 0,2r=  м 
и массы 1m=  кг, который может вращаться вокруг оси, совпадающей 
с его осью симметрии, намотана нить. За нить тянут так, что зависи-
мость угла поворота цилиндра от времени имеет вид 3( )t Btϕ = , где 

310 B -= ⋅ðàä ñ . Определить силу натяжения нити через две секунды по-
сле начала вращения цилиндра, если со стороны оси на вращающийся 
цилиндр действует постоянный тормозящий момент, величина которо-
го 1 HM = ⋅òð ì . 

Решение. Проекция угловой скорости цилиндра на ось вращения z
3 2( ) ( ) 3 ,z

d dt Bt Bt
dt dt
ϕ

ω = = =

а проекция его углового ускорения на эту ось 
2(3 ) 6 .z

z
d d Bt Bt
dt dt
ω

ε = = =
	

(6.33)

Согласно уравнению динамики вращения твердого тела (6.32), 
угловое ускорение цилиндра определяется моментами сил относитель-
но оси вращения z . Ненулевой момент относительно этой оси имеют 
две силы: сила натяжения нити T



 (рис. 6.14) и сила трения. Момент 
силы трения задан по условию задачи. Он отрицателен, так как трение 
препятствует вращению цилиндра, то есть, 

, .zM M=-òð òð 	
(6.34) 

Момент силы натяжения нити относительно оси z  (см. рис. 6.14) 
, ,T zM Tr= 	 (6.35)

где r  – плечо (см. ‒ алгоритм нахождения zM , который иллюстриру-
ется на рис. 6.9). 

Этот момент положителен, так как натяжение нити помогает вра-
щению цилиндра. Направление оси z , 
обеспечивающее указанные знаки мо-
ментов, показано на рис. 6.14. Запишем 
уравнение динамики вращения цилин-
дра с учетом того, что его момент инер-

ции 
2

2
mrI = , а моменты сил натяжения 

нити и трения относительно оси z  рас-
считываются соответственно по форму-
лам (6.35) и (6.34): Рис. 6.14
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2

, , .
2 z T z z

mr M M Tr Mε = + = -òð òð
	

(6.36) 

Заменим в уравнении (6.36) zε  с помощью формулы (6.33) и вы-
разим из него искомую силу натяжения нити: 

13 3 1 0,2 10 2 17 H.
0,2

M
T mrBt

r
= + = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + =òð

Уравнение динамики вращения (6.32) позволяет решать задачи с 
учетом массы блока, которую ранее приходилось считать равной нулю. 

Считая, что масса блока равна нулю, мы тем самым полагаем рав-
ным нулю и его момент инерции. Это в свою очередь означает, что даже 
при ускоренном вращении блока алгебраическая сумма моментов при-
ложенных к нему сил также равна нулю, то есть, что силы натяжения 
нити 1T ′



 и 2T ′


 (рис. 6.15), стремящиеся повернуть блок в противопо-
ложных направлениях, одинаковы. Из равенства сил 1T ′



 и 2T ′


 следует 
равенство сил 1T



  и 2T


 , прикладываемых нитью к связываемым ею 
телам (см. рис. 6.15)14

5. В результате для нахождения всех неизвестных 
величин хватало уравнений второго закона Ньютона, записанных для 
всех связанных тел. 

Если же масса, а значит, и момент инерции блока отличны от 
нуля, то при вращении блока с угловым ускорением силы натяжения 1T ′



 
и 2T ′


, прикладываемые к нему нитью с разных сторон, не могут быть 
одинаковыми, так как, согласно уравнению (6.32), алгебраическая сум-

ма моментов этих сил относительно оси вра-
щения не может равняться нулю. Это приводит 
к появлению двух переменных 1 1T T ′=   и 2 2T T ′=  , 
характеризующих натяжение нити с разных сто-
рон блока, вместо одной переменной 1 2T T T= = , 
характеризующей натяжение всей нити. Вслед-
ствие этого, если блок имеет массу, то систему 
уравнений второго закона Ньютона, записан-
ных для каждого из тел, связанных нитью, при-
ходится дополнять уравнением динамики вра-
щения блока и соотношением

,a r=ε 	 (6.37)
514 Можно показать, что сила натяжения на любом участке безмассовой нити, не находящемся в 

непосредственном контакте с другими телами, одинакова, так что 1 1T T ′=  и 2 2T T ′= .

Рис. 6.15
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где a  – ускорение тел, к которым привязана нить; ε и r  – соответствен-
но угловое ускорение и радиус блока. 

Покажем, что формула (6.37) справедлива, если нерастяжимая нить 
не проскальзывает относительно блока. Действительно, так как нить 
нерастяжима, то в любой момент времени t  скорость каждого из под-
вешенных тел ( )V t  равна скорости нити над точкой A  на ободе блока, 
которая в виду отсутствия проскальзывания нити равна скорости самой 

точки A : ( ) ( )AV t V t=  (см. рис. 6.15). Отсюда AdV dV
dt dt

= , так что в соот-
ветствии с формулой (2.19)

, ,Aa aτ τ=
где aτ  и ,Aaτ  – соответственно тангенциальные ускорения подвешен-
ных тел и точки блока A  (см. рис. 6.15). 

Так как траектории тел прямолинейны, то их нормальное ускоре-
ние 0na = , вследствие чего их мгновенное ускорение. 

2 2 .na a a aτ τ= + =

В то же время, между тангенциальным ускорением точки A , дви-
жущейся по окружности радиуса r , и ее угловым ускорением ε  суще-
ствует связь (см. вторую формулу (2.29))

, .Aa rτ =ε
Подстановка двух последних выражений в формулу ,Aa aτ τ=  приво-

дит к доказываемому соотношению (6.37). Подведем итог. 
Если рассматриваемая система тел содержит блок, имеющий 

ненулевую массу, то для каждого из поступательно движущихся тел 
следует записать второй закон Ньютона, а для блока – уравнение ди-
намики вращения. Полученную систему уравнений нужно решать со-
вместно с уравнением (6.37), связывающим ускорение тел a  с угловым 
ускорением блока ε . 

Задача 6.6. Через блок в виде однородного цилиндра массой 2m=  
кг перекинута нить, к концам которой привязаны тела соответственно 
массой 1 2m =  кг и 2 1m =  кг. Определить ускорение тел и силу натяже-
ния нити, если блок вращается без трения. 

Решение. Как уже отмечалось ранее на участках, которые не нахо-
дятся в контакте с другими телами, модуль силы натяжения нити оди-
наков, то есть (рис. 6.16) 
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1 1;T T′=  2 2.T T′= 	 (6.38) 
Для каждого из тел запишем 

второй закон Ньютона, спроекти-
рованный на ось, направленную по 
его ускорению (см. рис. 6.16): 

1 1 1;m a m g T= -  	 (6.39)

2 2 2 .m a T m g= -  	 (6.40)
Для блока запишем уравнение 

динамики вращения: 
2

1 2 .
2

mr a T r T r
r

  ′ ′= - 
  	

(6.41) 

Здесь момент инерции блока 
представлен в виде 

2

2
mrI =  (см.(6.8)), угловое ускорение блока ε вы-

ражено через ускорение тел a  с помощью формулы a
r

ε=  (см.(6.37)), а 

также учтена положительность ускоряющего момента силы 1T ′  ( 1T r′ ) и 
отрицательность тормозящего момента силы 2T ′  ( 2T r′- ). Воспользуемся 
заменой (6.38) в уравнении (6.41) и сократим r : 

1 2.
2
m a T T= -

	
(6.42) 

Уравнения (6.39), (6.40) и (6.42) образуют систему трех уравнений 
с тремя неизвестными: a , 1T  и 2T . Удобным способом решения этой 
системы является приравнивание суммы левых частей всех уравнений 
сумме их правых частей: 

1 2 1 1 2 2 1 2.
2
ma m m m g T T m g T T + + = - + - + - 

 
Отсюда 

21 2

1 2

( ) (2 1) 10 2,5 .
2 1 1

2

m m ga
mm m

- - ⋅
= = =

+ + + + 
 

ì/ñ

Зная ускорение тел, найдем силы натяжения нити с разных сторон 
блока с помощью формул (6.39) и (6.40): 

1 1( ) 2 (10 2,5) 15 H;T m g a= - = ⋅ - =

2 2 ( ) 1 (2,5 10) 12,5 H.T m a g= + = ⋅ + =

Рис. 6.16
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Кинетическая энергия тела, вращающегося вокруг неподвижной 
оси с угловой скоростью ω и имеющего относительно этой оси мо-
мент инерции I , равна 

2

.
2k

IW ω
=

	
(6.43)

Сопоставление формулы (6.43) выражением для кинетической 

энергии материальной точки 
2

2
mV  в очередной раз показывает, что при 

вращении твердого тела вокруг неподвижной оси его угловая скорость  
ω подобна линейной скорости материальной точки V , а момент инер-
ции тела I  – массе материальной точки m . 

Элементарная работа, совершаемая силой при повороте тела на 
угол dϕ  (измеряемый в радианах)15

6, 
,zdA M d=± ϕ 	 (6.44)

где zM  – модуль момента этой силы относительно оси вращения, знак 
«+» берется, когда момент ускоряющий, а знак минус – когда момент 
тормозящий. 

Если момент силы относительно оси вращения не изменяется в 
процессе поворота тела на угол ϕ , то работа силы равна 

,zA M=± ϕ  	 (6.45)
где знак «+» соответствует ускоряющему моменту, а знак минус – тор-
мозящему. 

Сопоставление формулы для элементарной работы zdA M d=± ϕ  
с выражением для элементарной работы силы, направленной либо 
по перемещению точки ее приложения, либо противоположно ему  
( dA Fdr=± ), подтверждает сделанное ранее заключение, что момент 
силы относительно неподвижной оси zM  подобен силе, если сопо-
ставлять вращение твердого тела вокруг неподвижной оси с движением 
материальной точки. 

Задача 6.7. Маховик, имеющий момент инерции I  относительно 
оси вращения, начал вращаться из состояния покоя под действием по-
стоянного момента M . Через сколько оборотов его угловая скорость 
достигнет значения ω' ? 

615 В формулах для работы, совершаемой при повороте тела, углы поворота dφ и φ считаются 
положительными.
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Решение. Эту задачу проще всего решить, используя связь (5.11) 
между кинетической энергией маховика kW  и совершенной над ним ра-
ботой A : 

2 1 .k kW W A- = 	 (6.46) 
В данном случае момент ускоряющий и постоянный. Поэтому ра-

бота, совершаемая при вращении, 
(2 ),A M M N= ϕ= π 	 (6.47) 

где учтено, что угол поворота маховика ϕ  связан с числом совершен-
ных им оборотов N  соотношением 2 Nϕ= π .

Начальная кинетическая энергия маховика 
1

0kW = , а конечная – 

2

2

2k
IW
′ω

= . Подставив эти выражения для кинетической энергии наря-

ду с (6.47) в уравнение (6.46), получим, что 
2

(2 ).
2

I M N
′ω
= π

Откуда 
2

.
4
IN

M
′ω

=
π

Задача 6.8. Однородный стержень длиной l  и массой m  может 
вращаться вокруг горизонтальной оси, проходящей через его конец. Ка-
кую минимальную угловую скорость minω  нужно сообщить стержню в 
положении равновесия, чтобы он мог совершить полный оборот, если 
момент силы трения относительно оси вращения постоянен, а его мо-

дуль равен M ?
Решение. Воспользуемся фор-

мулой (5.27), связывающей измене-
нием полной механической энергии 
W  с работой неконсервативных 
сил *

1 2A → : 
*

2 1 1 2.W W A →- = 	 (6.48)
В качестве начального положе-

ния 1 будем рассматривать положе-
ние равновесия стержня (рис. 6.17). Рис. 6.17
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Примем, что в этом положении потенциальная энергия стержня равна 
нулю. Тогда вся начальная полная механическая энергия стержня имеет 

форму кинетической энергии, то есть, 
2
min

1 2
W I ω= . С учетом выражения 

2

3
mlI =  для момента инерции стержня относительно перпендикулярной 

к нему оси, проходящей через его конец (точка О на рис. 6.17, см. задачу 
6.1), начальную механическую энергию стержня можно записать в виде 

2 2 22
min min

1 .
3 2 6

mlmlW ω ω
= =

	
(6.49)

Очевидно, что, заняв вертикальное положение, в котором центр 
масс располагается над осью вращения, стержень сможет совершить 
полный оборот. Поэтому данное положение будет рассматриваться как 
конечное (положение 2, рис. 6.17). Если начальная угловая скорость 
стержня является искомой ( 1 minω =ω ), то в положении 2 его угловая ско-
рость 2 0ω = , то есть, вся конечная механическая энергия стержня имеет 
форму потенциальной энергии. Потенциальная энергия тела определя-
ется высотой его центра масс относительно нулевого уровня, который, 
как мы договорились, задается положением центра масс стержня в по-
ложении равновесия (см. рис. 6.17). Поэтому потенциальная энергия 
стержня в конечном положении (см. рис. 6.17)

2 .CW mgh mgl= = 	 (6.50) 
Единственной неконсервативной силой, совершающей работу, в 

данном случае является сила трения. Так как момент силы трения от-
носительно оси вращения M  по условию не изменяется с течением 
времени, то работу этой силы можно рассчитать по формуле (6.45), вы-
брав в ней знак «–» (тормозящий момент) и учтя, что угол поворота 
стержня ϕ=π : 

*
1 2 .A M→ =- π 	 (6.51) 

Подстановка выражений (6.49)–(6.51) в (6.48) приводит к уравнению 
2 2

min ,
6

mlmgl Mω
- =-π

из которого выразим искомую минимальную угловую скорость: 

min 2

6( ) .mgl M
ml
+π

ω =
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Аналогия вращения твердого тела вокруг неподвижной оси и пря-
молинейного движения материальной точки заключается в том, что ос-
новные формулы, характеризующие прямолинейное движение матери-
альной точки, переходят в соотношения, характеризующие вращение 
твердого тела вокруг неподвижной оси, путем замен ;x→ϕ  ;x zV →ω  

;x za →ε  ;m I→  .x zF M→
Ниже приводится табл. 6.1, иллюстрирующая эту аналогию, и по-

яснения к ней. 
Т а б л и ц а  6.1

Сопоставление прямолинейного движения материальной точки и 
вращения твердого тела вокруг неподвижной оси 

Прямолинейное движение вдоль оси x Вращение вокруг неподвижной оси z

( )x t ( )tϕ

x
dxV
dt

= z
d
dt
ϕ

ω =

x
x

dVa
dt

= z
z

d
dt
ω

ε =

x ixma F=∑ z izI Mε =∑
xF zM

m I

x xp mV= z zL I= ω
2

2
x

k
mVW =

2

2
z

k
IW ω

=

xdA F dx=±
zdA M d=± ϕ

 

0 x 

x 

 

ϕ  

z 

0 
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Пояснения к таблице 6.1: 
1) при движении материальной точки вдоль или против оси x ее по-

ложение определяется координатой x. Положение твердого тела, враща-
ющегося вокруг неподвижной оси z , характеризуется углом поворота ϕ , 
отсчитываемым от некоторой точки отсчета 0 (см. строку 1 в табл. 6.1)16

7; 
2) закон движения материальной точки задается функцией ( )x t . 

Соответственно закон вращения твердого тела задается функцией ( )tϕ ; 
3) проекция скорости материальной точки на ось x  ( xV ) является 

производной функции ( )x t  по времени. Аналогично проекция угловой 
скорости вращения твердого тела на ось z ( zω ) является производной 
функции ( )tϕ  по времени; 

4) производные функций ( )xV t  и ( )z tω  по времени являются соот-
ветственно проекциями линейного ускорения материальной точки на 
ось x ( xa ) и углового ускорения твердого тела на ось z (εz);

5) в пятой строке таблицы 6.1 приводятся уравнение второго закона 
Ньютона для материальной точки, спроектированное на ось x , и урав-
нение динамики вращения твердого тела вокруг оси z . Из сопоставле-
ния этих уравнений следует, что, 

6) при вращении твердого тела вокруг неподвижной оси роль про-
екции силы на ось xF , заставляющей материальную точку двигаться с 
ускорением, играет момент силы относительно оси вращения zM , за-
ставляющий тело вращаться с угловым ускорением; 

7) если ускорение материальной точки обратно пропорционально 
ее массе, то угловое ускорение твердого тела обратно пропорционально 
его моменту инерции I  относительно оси вращения (см. строку 5 в 
табл. 6.1). Поэтому момент инерции является мерой инертности твер-
дого тела, вращающегося вокруг неподвижной оси, то есть, при таком 
типе движения играет роль массы; 

8) с учетом аналогии m  и I , xV  и zω , сопоставление выражений 
для проекции импульса материальной точки на ось xp  и для момента 
импульса твердого тела относительно неподвижной оси вращения zL  
указывает на схожую роль этих величин в описании рассматриваемых 
типов движений. Так, если проекция импульса механической системы 
на ось x  ( xp ) сохраняется при равенстве нулю суммы проекций внеш-

них сил на эту ось ( ), , 0i xF =∑ âíåø , то момент импульса механической 

716 Напомним, что угол φ считается положительным, если направление поворота связано с на-
правлением оси z  правилом правой руки. В противном случае φ < 0. 
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системы относительно оси z  сохраняется при равенстве нулю суммы 

моментов внешних сил относительно этой оси ( ), , 0i zM =∑ âíåø . 

9) в полном соответствии с установленной выше аналогией m  и I , 
xV  и zω  находятся выражения для кинетической энергии движущейся 

материальной точки и вращающегося твердого тела; 
10) в левом столбце таблицы представлено выражение для элемен-

тарной работы dA , совершаемой при движении материальной точки 
вдоль (против) оси x . При этом предполагается, что сила F



, действую-
щая на материальную точку, также направлена либо вдоль, либо против 
оси x . При сделанных предположениях знак «+» соответствует уско-
ряющей силе, а знак «–» – тормозящей. В полном соответствии с этим 
знак «+» в выражении для элементарной работы, совершаемой при вра-
щении, соответствует ускоряющему моменту, а знак «–» – тормозящему 
моменту. 

В табл. 6.1 в выражении для элементарной работы используется не 
dϕ , как в формуле (6.44), а dϕ . Связано это с тем, что в (6.44) dϕ  
– бесконечно малая величина угла поворота, то есть, положительное 
число. Здесь же ϕ  – это угловая координата (см. строку 1 в табл. 6.1), 
вследствие чего возможны случаи 0dϕ>  и 0dϕ< . Легко видеть, что с 
учетом сделанных замечаний выражения для работы, совершаемой при 
прямолинейном движении материальной точки и при вращении твердо-
го тела, полностью подобны друг другу. 

Рассмотрим качение. В этом случае кинетическая энергия тела ча-
стично обусловлена скоростью его смещения, а частично – скоростью 
вращения. Можно показать, что кинетическая энергия катящегося 
тела массой m  представляется в виде 

2 2

,
2 2

C C
k

mV IW ω
= +

	
(6.52)

где CV  – скорость центра масс тела; CI  – момент инерции тела относи-
тельно оси вращения, проходящей через его центр масс; ω  – угловая 
скорость вращения тела при качении. 

Если центр масс осесимметричного тела радиуса r  находится на 
его оси симметрии, то при качении без проскальзывания скорость цен-
тра масс и угловая скорость вращения тела связаны формулой 
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,CV r=ω 	 (6.53)
что позволяет исключить в выражении для кинетической энергии либо 
угловую скорость ω , либо скорость центра масс CV . 

Докажем формулу (6.53). Любая точка рассматриваемого тела уча-
ствует в двух движениях: перемещается вместе с центром масс и пово-
рачивается относительно него. Поэтому скорость этой точки V



 относи-
тельно поверхности, по которой катится тело, можно представить в виде

,CV V V= + âð

  

	 (6.54) 
где CV



 – скорость центра масс тела относительно этой же поверхности; 
Vâð



 – линейная скорость рассматриваемой точки, обусловленная враще-
нием вокруг оси, проходящей через центр масс тела. 

При качении без проскальзывания скорость точки А, касающейся 
поверхности, по которой катится 
тело, равна нулю (рис. 6.18). Приме-
нив формулу (6.54) для точки А, по-
лучим, что в ней 0CV V+ =âð

 

, то есть, 
CV V= âð . Отсюда с учетом первой 

формулы (2.29), связывающей линей-
ную скорость точки, движущейся по 
окружности, с ее угловой скоростью 
и радиусом окружности, следует 
формула (6.53).

Задача 6.9. Однородный сплошной цилиндр массой m  катится 
без проскальзывания со скоростью CV . Определить его кинетическую 
энергию. 

Решение. Под скоростью тела, которое не является материальной 
точкой, обычно понимается скорость его центра масс. Поэтому в усло-
вии задачи и использовано обозначение CV .

Кинетическую энергию рассчитаем по формуле (6.52).
Выражая в ней угловую скорость вращения цилиндра ω через ско-

рость его центра масс CV  с помощью уравнения (6.53) и используя фор-
мулу (6.8) для момента инерции цилиндра относительно его оси симме-
трии, получим, что кинетическая энергия цилиндра

Рис. 6.18
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22 2 2
2 21 1 3 .

2 2 2 2 4 4
c C C C

k C
mV V mV mVW mr mV

r
  = + = + =  
  

Качение без проскальзывания с ускорением невозможно при отсут-
ствии трения, так как именно сила трения создает вращающий момент 
относительно оси, проходящей через центр масс тела, из-за которого 
вращение тела становится ускоренным. Если тело скользит, то сила тре-
ния, совершая отрицательную работу, приводит к превращению части 
механической энергии тела в его внутреннюю энергию. Однако при ка-
чении без проскальзывания сила трения покоя не совершает работу, то 
есть, не приводит к потерям механической энергии. 

Для доказательства данного утверждения преобразуем выражение 
для элементарной работы (5.1) с учетом определения мгновенной ско-
рости V



 (2.8): 
.dA F d r F Vdt= ⋅ = ⋅

  



	 (6.55) 
При качении без проскальзывания скорость точки приложения 

силы трения 0V =


. Поэтому элементарная работа, совершаемая этой 
силой, также равна нулю. 

Помимо силы трения покоя на тело, катящееся без проскальзыва-
ния, действует и сила трения качения. Возникновение второй из назван-
ных сил связано с тем, что тело в той или иной степени как само дефор-
мируется в области контакта с поверхностью, так и деформирует эту 
поверхность (рис. 6.19). Вследствие этого телу все время приходится 
«перекатываться» через препятствие (точки A  и B , рис. 6.19), что при-
водит к потерям его механической энергии. Однако если поверхность и 
катящееся по ней тело являются идеально жесткими, то нет ни трения 
качения, ни вызванных им потерь механической энергии, то есть, меха-

ническая энергия идеально жест-
кого тела, катящегося без про-
скальзывания по идеально жест-
кой поверхности, сохраняется. 

В задачах предполагается, что 
как тела, так и поверхности, по ко-
торым они катятся, являются иде-
ально жесткими. Рис. 6.19
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Задача 6.10. Однородный шар массой m  и радиуса r  скатывается 
без проскальзывания с наклонной плоскости из состояния покоя. Ка-
кую скорость приобретет его центр масс при опускании на высоту h ? 
Чему равен момент импульса шара относительно его оси симметрии в 
этом положении?

Решение. Воспользуемся законом сохранения механической энер-
гии. Будем считать, что потенциальная энергия шара равна нулю в его 
конечном положении. Тогда вся конечная механическая энергия шара 
имеет форму кинетической энергии. Эту энергию рассчитаем, как и в 
задаче 6.9, выражая угловую скорость вращения шара ω через скорость 
его центра масс CV  (см. (6.53)) и используя формулу (6.9) для момента 
инерции шара относительно его оси симметрии:

2

22 2 2
2 2

2
1 2 7 .

2 2 5 2 5 10
c C C C

k C
mV V mV mVW W mr mV

r
  = = + = + =  
   	

(6.56) 

Начальная энергия шара 1W  равна его потенциальной энергии, так 
что (рис. 6.20) 

1 .W mgh= 	 (6.57)

Приравняв 2W  и 1W , выразим из полученного уравнения искомую 
скорость центра масс шара: 

10 .
7CV gh=

	
(6.58)

Согласно (6.21) момент импульса шара относительно оси симме-
трии z , проходящей через его центр масс, (см. рис. 6.20) 

.z CL I= ω 	 (6.59) 

Поскольку CV
r

ω=
 

, то, ис-

пользуя (6.58), получим, что иско-
мый момент импульса шара 

22 2 2 10 .
5 5 5 7

c
z C

VL mr mrV mr gh
r

 = = = 
 

Рис. 6.20
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Задача 6.11. Однородный шар 
катится без проскальзывания по 
горке. Зависимость его потенци-
альной энергии от координаты 
центра масс ( )W xï  изображена на 
рис. 6.21. Чему равна кинетиче-
ская энергия шара, обусловленная 
вращением, в точке «Б», если в 
точке «А» его полная кинетиче-
ская энергия равна 60 Дж?

Решение. Из графика (рис. 6.21) следует, что начальная потенци-
альная энергия шара (точка А) равна 70 Дж. Так как по условию на-
чальная кинетическая энергия шара 

1
60 kW = Äæ , то в точке А его меха-

ническая энергия 1 130W =  Дж. Из закона сохранения энергии следует, 
что и в точке Б механическая энергия шара 2 1 130W W= =  Дж. Поскольку 
в точке Б потенциальная энергия шара 

2
40 W =Ï Äæ (см. рис 6.21), то его 

кинетическая энергия 
2

90 kW = Äæ . В задаче 6.10 показано, что кинети-
ческая энергия шара, катящегося без проскальзывания 

2

2 2
27 ,

2 5 10
C C

k C
mV mVW mV== + =

	
(6.60)

где первое слагаемое в сумме – часть кинетической энергии шара, об-
условленная движением центра масс, а второе – часть кинетической 
энергии, обусловленная вращением. Поэтому доля кинетической энер-
гии шара, обусловленная вращением 

2

2

25 ,7 7
10

C

C

mV

n
mV

= =

а величина этой энергии 
2

25,7 kW nW= ≈âð Äæ.

Задача 6.12. Однородный сплошной цилиндр массой m  и радиуса 
r  скатывается без проскальзывания с высоты h  по наклонному скату, 
переходящему в мертвую петлю радиуса R  (рис. 6.22). Определить ре-
акцию опоры, действующую на цилиндр в точке С петли, если 10h R= , 
а угол .

2
π

α<

Рис. 6.21
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Решение. Помимо искомой 
реакции опоры N



 на цилиндр 
действуют сила тяжести mg  и 
сила трения покоя Fòð



. Среди этих 
сил только сила трения имеет не-
нулевое плечо относительно оси 
симметрии цилиндра (рис. 6.23), 
то есть, способна изменять угло-
вую скорость его вращения. По-
этому на рассматриваемом участке 
петли она направлена по направле-
нию движения цилиндра (обеспе-
чивает замедление его вращения). 
Для нахождения реакции опоры 
запишем второй закон Ньютона, 
определяющий ускорение центра 
масс цилиндра Ca , 

Затем, следуя методике решения задач на динамику движения мате-
риальной точки по окружности, спроектируем это уравнение на мгно-
венную ось y , направленную от центра масс цилиндра к центру пет-
ли (см. пояснения перед задачей 3.5). Поскольку центр масс цилиндра 
движется по окружности радиуса R r-  (см. рис. 6.23), то при скорости 

CV


 его нормальное ускорение 
2

,
C

C n
Va
R r

=
-

, так что проектирование при-

водит к уравнению 
2

cos .CmV N mg
R r

= - α
- 	

(6.61)

Как следует из уравнения (6.61), для нахождения реакции опоры 
достаточно определить скорость центра масс цилиндра CV



 в рассматри-
ваемой точке петли. Воспользуемся для этой цели законом сохранения 
механической энергии. 

Вся начальная механическая энергия цилиндра имеет форму потен-
циальной энергии, так что 

11 10 .W W mgh mgR= = =Ï  	 (6.62) 

Рис. 6.22
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В рассматриваемой точке C  цилиндр имеет как потенциальную 
энергию 

2
WÏ , так и кинетическую энергию 

2k
W . В задаче 6.9 получено, 

что кинетическая энергия цилиндра, катящегося без проскальзывания,

2

23 .
4k CW mV=

	
(6.63)

При расчете потенциальной энергии цилиндра в точке C  учтем, 
что в этом положении высота его центра масс относительно нулево-
го уровня потенциальной энергии 2 ( )cosh R R r= - - α  (см. рис. 6.23), 
вследствие чего 

2 2 ( )cos .W mgh mgR mg R r= = - - αÏ 	 (6.64)

Подстановка выражений (6.62)–(6.64) в закон сохранения механи-
ческой энергии 

2 21 2 kW W W W= = + Ï  приводит к уравнению 

2310 ( )cos ,
4 CmgR mV mgR mg R r= + - - α

из которого следует, что 
2 412 ( )cos .

3CmV mgR mg R r= + - α  	 (6.65)

Искомую реакцию опоры в точке C  петли выразим из уравнения 
(6.61), заменяя в нем комплекс 2

CmV  с помощью (6.65):
2 12 7cos cos .

3
CmV mgRN mg mg

R r R r
= + α= + α

- -

7. Неинерциальные системы отчета 

В первом законе Ньютона утверждается следующее: существуют 
системы отсчета, в которых тело сохраняет состояние покоя или 
равномерного прямолинейного движения, если на него не действуют 
другие тела или действие других тел взаимно компенсируется. Такие 
системы отсчета называются инерциальными.

Другими словами: 
1) для того чтобы тело, покоящееся в инерциальной системе отсче-

та стало двигаться, на него должно подействовать другое тело; 
2) действие этого другого тела заставит ранее покоившееся тело 

двигаться с ускорением, которое можно найти с помощью второго за-
кона Ньютона. 
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Однако такое поведение тел наблюдается не во всех системах от-
счета. Так, при резком торможении вагона метро или автобуса пассажи-
ры приобретают ускорение относительно них без всякого внешнего воз-
действия. Это означает, что использование законов Ньютона, а значит 
и всей механики Ньютона, которая является следствием этих законов, 
в таких системах отсчета привело бы к неверным результатам. 

Пусть в неинерциальной системе отсчета тело, на которое не 
действуют другие тела, движется с ускорением sa . Назовем про-
изведение sma , где m  – масса тела, силой инерции, и добавим ее в 
ту часть уравнения второго закона Ньютона, где представлены силы. 
Скорректированный таким способом второй закон Ньютона позволяет 
находить ускорение тела в неинерциальной системе отсчета и тогда, 
когда на него действуют другие тела. А поскольку большинство уравне-
ний механики ( ,1 22 1

;k kW W A →- = ðàâí  , ...z i zI Mε =∑ ), является следствием 
второго закона Ньютона, то учет в них сил инерции делает эти уравне-
ния справедливыми и в неинерциальной системе отсчета. 

Таким образом, силы инерции – это «фиктивные» силы, которые 
вводят в неинерциальных системах отсчета в дополнение к «реаль-
ным» силам, характеризующим взаимодействие тел, для того, чтобы 
в этих системах отсчета можно было пользоваться законами и урав-
нениями механики Ньютона. 

Подчеркнем, что силы инерции не являются «реальными» в том смыс-
ле, что они не описывают взаимодействие никаких тел и, следовательно, 
не имеют сил противодействия, как это предписывается третьим законом 
Ньютона. Повторим, что их введение – это способ задать с помощью сил 
ту составляющую ускорения материальной точки относительно неинер-
циальной системы отсчета, которую она приобретает не в результате 
действия на нее других тел, а вследствие движения самой системы.

В неинерциальной системе отсчета, движущейся поступательно 
с ускорением 0a  относительно инерциальной системы, второй закон 
Ньютона принимает вид 

,ima F F= +∑ ïîñò

 



	
(7.1)

где iF∑


 – равнодействующая «реальных» сил, приложенных к телу, а 

поступательная сила инерции

0F ma=-ïîñò



  (в скалярном виде – 0F ma=ïîñò ).	 (7.2) 
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При поступательном ускоренном движении системы отсчета, в 
принципе, можно обойтись без сил инерции, рассматривая движение 
тела относительно какой-либо инерциальной системы отсчета. Однако 
если система отсчета является неинерциальной вследствие своего вра-
щения, сделать это часто бывает технически сложно. 

Задача 7.1. Небольшое тело подвешено с помощью нити к потол-
ку вагона, движущегося прямолинейно с постоянным ускорением 0a  
по горизонтальной поверхности. Определить угол отклонения нити от 
вертикали. 

Решение. 1. Сначала решим задачу в системе отсчета, связанной с 
Землей, считая ее инерциальной17. В этой системе отсчета тело движет-
ся с ускорением 0a , на него действуют только «реальные» силы (сила 
тяжести mg  и сила натяжения нити T



), а ускоренное движение точки 
подвеса маятника можно рассматривать как причину отклонения нити 
от вертикали на угол β (рис. 7.1). Запишем уравнение второго закона 
Ньютона для тела, а затем спроектируем его на горизонтальную x  и 
вертикальную y  оси декартовой системы координат (см. рис. 7.1): 

0 ;ma T mg= +



 ,

0:  sin ;Ox ma T= β 	 (7.3) 
:  0 cos .Oy T mg= β- 	 (7.4)

Выразив T  из (7.4) и подставив в (7.3), получим, что 0tg .a
g

β=

2. Решим задачу в неинерциаль-
ной системе отсчета, связанной с ва-
гоном. В этой системе отсчета тело 
покоится, а значит, его ускорение 

0a= . Однако теперь, помимо силы 
натяжения нити и силы тяжести, на 
тело «действует» поступательная 
сила инерции, модуль которой 

0F ma=ïîñò 	 (7.5)

171 Здесь, как и ранее, мы пренебрегаем слабой неинерциальностью этой системы отсчета, об-
условленной вращением Земли.

Рис. 7.1
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и которую следует рассматривать как причину отклонения нити от вер-
тикали. В результате второй закон Ньютона принимает вид 

0 .T mg F= + + ïîñò

 



	 (7.6) 
Спроектируем уравнение (7.6) на горизонтальную x  и верти-

кальную y  оси декартовой системы координат, связанной с вагоном  
(рис. 7.2), и воспользуемся выражением (7.5) для модуля поступатель-
ной силы инерции: 

0:  0 sin sin ;Ox T F T ma= β- = β-ïîñò 	 (7.7) 

:  0 cos .Oy T mg= β- 	 (7.8) 
Уравнение (7.8) совпадает с уравнением (7.4), а уравнение (7.7) 

превращается в уравнение (7.3) после переноса слагаемого 0ma  в его 

левую часть. Поэтому из них также следует, что 0tg .a
g

β=

Задача 7.2. Вагон катится с горы, поверхность которой составля-
ет с горизонтом угол β. К потолку вагона подвешен на нити шарик. 
Определить угол отклонения нити от вертикали, если сопротивлением 
движению вагона можно пренебречь. 

Решение. Рассмотрим движение вагона. При отсутствии силы сопро-
тивления на него действуют только сила тяжести Mg  и реакция опоры 
N


, так что второй закон Ньютона имеет вид уравнения 0M a M g N= +


  . 
Спроектируем это уравнение на ось x , направленную вниз вдоль по-
верхности (рис. 7.3). В результате получим, что 0 sinMa Mg= β , то есть, 
что ускорение вагона 

0 sin .a g= β 	 (7.9) 

Рис. 7.2 Рис. 7.3
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Поведение шарика рассмотрим в неинерциальной системе отсчета, 
связанной с вагоном, направив ось x  декартовой системы координат 
горизонтально, а ось y  – вертикально вверх (рис. 7.4). Помимо силы 
тяжести mg  и силы натяжения нити T



 в этой системе отсчета на ша-
рик действует поступательная сила инерции. Она направлена противо-
положно ускорению вагона 0a , то есть, под углом β к горизонту вверх 
вдоль наклонной плоскости (см. рис. 7.4), а ее модуль с учетом (7.2) и 
(7.9) определяется выражением 

0 sin .F ma mg= = βïîñò  	 (7.10)
Так как в рассматриваемой системе отсчета шарик покоится  

( 0a= ), то второй закон Ньютона для него имеет вид 

0 .T mg F= + + ïîñò

 



	 (7.11)
Спроектируем (7.11) на оси x  и y : 

:  0 sin cos ;Ox T F= α- βïîñò 	 (7.12) 

:  0 cos sin .Oy T mg F= α- + βïîñò 	 (7.13)
Из уравнений (7.12), (7.13) и (7.10) следует, что 

sin cos sin cos ;T F mgα= β= β βïîñò 	 (7.14)
2 2 2cos sin sin (1 sin ) cos .T mg F mg mg mg mgα=+ - β= - β= - β = βïîñò  

	
(7.15) 

Разделим уравнения (7.14) и (7.15) друг на друга: левую часть – 
на левую часть, а правую часть – на правую часть. В результате полу-
чим, что tg tgα= β , то есть, что α=β . Последнее равенство означает, что 
нить перпендикулярна к поверхности, по которой катится вагон. 

Как уже говорилось ранее, введение 
сил инерции позволяет использовать в 
неинерциальных системах отсчета не 
только второй закон Ньютона, но и дру-
гие законы и уравнения классической 
механики, например, уравнение дина-
мики вращения. В связи с этим нужно 
знать точки приложения сил инерции, 
чтобы уметь находить их моменты. 

Подобно силе тяжести, поступа-
тельная сила инерции равна произведе-

Рис. 7.4
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нию массы тела на постоянный вектор (см. (7.2) и (3.6)) и «действует» на 
каждый элемент тела. Поэтому, как и в случае силы тяжести, сумма мо-
ментов всей совокупности сил инерции, действующих на элементы тела, 
равна моменту результирующей силы инерции, приложенной к его центру 
масс. Это означает, что не только силу тяжести, но и поступательную 
силу инерции, нужно считать приложенной к центру масс тела. 

В системе отсчета, вращающейся с постоянной угловой скоро-
стью относительно инерциальной системы отсчета, вводят две силы 
инерции: центробежную силу и силу Кориолиса. 

Центробежная сила инерции, действующая на материальную точку, 
направлена по радиусу от оси вращения системы отсчета, а ее модуль 

2 ,F m r= ωöá 	 (7.16)
где m  – масса материальной точки; r  – ее расстояние от оси вращения 
системы отсчета; ω  – угловая скорость вращения этой системы отсчета 
(рис. 7.5).

Центробежную силу инерции нужно учитывать вне зависимости 
от того, покоится материальная точка во вращающейся системе отсчета 
или движется относительно нее. 

Если же материальная точка движется в неинерциальной систе-
ме отсчета, то наряду с центробежной силой на нее «действует» сила 
Кориолиса. Выражение для силы Кориолиса имеет следующий вид:

2 ,KF m V = ×ω 
 

 	 (7.17)

где m  – масса материальной точки; V


 – ее скорость в неинерциальной си-
стеме отсчета; ω  – угловая скорость вращения этой системы отсчета. 

В соответствии с приведенной формулой, сила Кориолиса все вре-
мя перпендикулярна к мгновенной 
скорости материальной точки V



, 
а значит, и к ее бесконечно мало-
му перемещению d r  (рис. 7.6). 

Рис. 7.5

 

r  

ω  

x  

цбF


 y  

z  

Рис. 7.6

 

rd


 

K
F


 

V


 

Рис. 7.6 

rd


 

ω  

K
F


 

V


 



96

Поэтому сила Кориолиса не совершает работу (см. (5.1)) и, следо-
вательно, не изменяет кинетическую энергию материальной точки  
(см. (5.11)). Таким образом, под действием силы Кориолиса изменяется 
направление движения материальной точки, но не модуль ее скорости. 

Итак, в системе отсчета, вращающейся вокруг неподвижной оси с 
постоянной угловой скоростью ω  относительно инерциальной систе-
мы отсчета, второй закон Ньютона принимает вид 

,i Kma F F F= + +∑ öá

  



	
(7.18)

где iF∑


 – равнодействующая «реальных» сил, приложенных к матери-

альной точке; Föá


 – центробежная сила инерции;  KF


 – сила Кориолиса. 
Напомним, что введение центробежной силы инерции и силы 

Кориолиса позволяет использовать во вращающихся системах отсчета 
не только второй закон Ньютона, но и другие законы и уравнения клас-
сической механики. 

Задача 7.3. Горизонтально расположенный стержень длиной L  
вращается вокруг вертикальной оси, проходящей через один из его кон-
цов, с постоянной угловой скоростью ω. На стержень надета небольшая 
шайба массой m , закрепленная с помощью нити на расстоянии 0x  от 
оси вращения. Нить пережигают, и шайба начинает скользить без тре-
ния по стержню. Определить скорость шайбы относительно стержня и 
силу давления шайбы на стержень в его конечной точке. 

Решение. Решим задачу в системе отсчета, вращающейся вместе 
со стержнем, используя систему координат Oxyz  (рис. 7.7). Тогда по-
мимо силы тяжести mg  и силы давления стержня N



, на движущуюся 
шайбу действуют центробежная сила инерции Föá



 и сила Кориолиса 
KF


 (см. рис. 7.7). Центробежная сила, направленная вдоль оси x , за-
ставляет шайбу скользить по стерж-
ню, что, в свою очередь, приводит 
к возникновению силы Кориолиса, 
направленной перпендикулярно к 
стержню в горизонтальной плоско-
сти (см. рис. 7.7). Для движущейся 
шайбы второй закон Ньютона име-
ет вид

.Kma N mg F F= + + +öá

  

 

Рис. 7.7
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Спроектируем это уравнение на оси y  и z  вращающейся системы 
координат. В результате получим, что сила давления стержня на шайбу 
N


 имеет две проекции: y KN F=  и zN mg=  (см. рис. 7.7), так что ее 
модуль

2 2 2 2( ) .y x KN N N F mg= + = +
	

(7.19) 

Для расчета конечной скорости шайбы V  воспользуемся уравне-
нием, связывающим изменение кинетической энергии тела с работой 
действующих на него сил (5.11). В рассматриваемом здесь случае толь-
ко центробежная сила совершает работу (остальные силы перпендику-
лярны к бесконечно малым перемещениям шайбы (см. рис. 7.7)), а на-
чальная кинетическая энергия шайбы равна нулю. Поэтому уравнение 
(5.11), связывающее работу с кинетической энергией, принимает вид 

2

,
2

mV A= öá
	

(7.20) 

где Aöá  – работа, совершенная центробежной силой инерции при пере-
мещении шайбы по стержню из начального положения в конечное. 

Во время нахождения шайбы в точке с координатой x  модуль 
центробежной силы инерции 2F m x= ωöá , а угол между этой силой и 
бесконечно малым перемещением шайбы d r  равен нулю, причем 
d r dx=
 , где dx  – бесконечно малое изменение координаты x  шайбы  

(см. рис. 7.7). Поэтому элементарная работа (5.1), совершенная центро-
бежной силой при перемещении шайбы из точки с координатой x  в 
точку с координатой x dx+ , 

2cos0 ,dA F d r m xdx= = ωöá öá



	 (7.21) 
то есть, 

( )
0

2 2
2 2 2

0

1

.
2

L

x

mA dA m xdx L xω
= = ω = -∫ ∫öá öá

 	

(7.22) 

Подставив (7.22) в (7.20), рассчитаем конечную скорость шайбы от-
носительно стержня: 

2 2
0 .V L x=ω -  	 (7.23) 

Остается определить силу давления шайбы на стержень P


, которая 
по третьему закону Ньютона равна по модулю и противоположна по 
направлению силе давления стержня на шайбу N



 (7.19), зависящей от 
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силы Кориолиса KF


. Силу Кориолиса (7.17) рассчитаем, учтя взаимную 
перпендикулярность векторов V



 и ω   и выражение для скорости (7.23): 
2 2 2

02 2 .KF m V m L x= ω = ω -
В результате получим, что 

2 2 2 4 2 2 2
0( ) 4 ( ) ( ) .KP N F mg m L x mg= = + = ω - +

Роль сил инерции у поверхности Земли. В соответствии с законом 
всемирного тяготения тело массой m , находящееся на высоте h  от-
носительно поверхности Земли, притягивается к ней с силой (см. (3.4))

2 ,
( )

MmF G
R h

=
+òÿã

 	
(7.24)

направленной к ее центру, где М – масса Земли; R – ее радиус.
Если h R<< , то сила тяготения (7.24) перестает зависеть от высоты: 

2 .MmF G
R

=òÿã
 	

(7.25) 
Это в равной мере относится и к ускорению 

0 2 ,Mg G
R

=
 	

(7.26) 

сообщаемому этой силой всем телам вблизи Земли. В разделе 3 сила тя-
готения Fòÿã  была названа силой тяжести, а сообщаемое ею ускорение 0g  
– ускорением свободного падения у поверхности Земли18

2. Однако сила тя-
готения – не единственная сила, действующая на все тела вблизи Земли. 
Помимо нее на все тела действует центробежная сила инерции, обу-

словленная вращением Земли вокруг сво-
ей оси. По этой причине силой тяжести 
называется равнодействующая силы тя-
готения и центробежной силы инерции, 
обусловленной вращением Земли: 

.F F F= +òÿæ òÿã öá

  

	 (7.27) 
Именно сила тяжести (7.27) натя-

гивает нить с висящим на ней грузом, 
несколько отклоняя ее от направления к 
центру Земли (рис. 7.8). Эта же сила со-
общает ускорение 

182 Там для этой величины было использовано обозначение g.

Рис. 7.8
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.Fg
m

= òÿæ





	
(7.28)

свободно падающим телам19
3, которое из-за направления этой силы (см. 

рис. 7.8), строго говоря, также не направлено к центру Земли20
4. 

Оценим вклад центробежной силы инерции в силу тяжести. Радиус 
окружности, по которой движется точка земной поверхности вслед-
ствие вращения Земли, cosr R= ϕ , где ϕ  – широта, то есть, угол между 
плоскостью экватора и радиусом R , проведенным из центра Земли к 
рассматриваемой точке на ее поверхности (см. рис. 7.8). Поэтому цен-
тробежная сила инерции, обусловленная вращением Земли, 

2 cos .F m R= ω ϕöá 	 (7.29) 
Согласно (7.29) центробежная сила инерции максимальна на эква-

торе ( 0ϕ= ) и обращается в ноль на полюсах ( 90ϕ=  ). Период вращения 
Земли 86400 cT =  (24 часа), так что ее угловая скорость 

52 7,27 10
T

-π
ω= = ⋅ ðàä/c.

	
(7.30) 

Подставив в (7.29) значения радиуса Земли 66,37 10R≈ ⋅  м и угловой 
скорости (7.30), получим, что в системе СИ 

0,0336 cos .F m= ϕöá

Отсюда следует, что максимальная величина центробежной силы 
,max 0,0336  F m=öá составляет несколько десятых процента от модуля силы 

тяготения 9,8F m≈òÿã . Это в большинстве случаев позволяет отождест-
влять силу тяжести (7.27) с силой тяготения (7.24), а ускорение свободно-
го падения g  (7.28) вблизи поверхности Земли – с ускорением 0g  (7.26), 
сообщаемым всем телам силой тяготения. Если же учитывать центробеж-
ную силу инерции и некоторую сплюснутость Земли, то, при стандарт-
ном значении 9,80665  м/с2, ускорение свободного падения уменьшается 
от 9,832  м/с2 на полюсах до 9,780  м/с2 на экваторе, где сила тяготения и 
центробежная сила инерции направлены противоположно. 

Помимо центробежной силы инерции на тела, движущиеся от-
носительно Земли, действует сила Кориолиса. Если тело движется 
вдоль меридиана, то сила Кориолиса направлена вправо по отношению 

193 Предполагается, что скорость падения не слишком велика, вследствие чего силой Кориолиса 
можно пренебречь.

20 На широте 45° угол между направлением ускорения свободного падения и направлением на 
центр Земли составляет 6ʹ.
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к направлению движения в северном полушарии и влево – в южном 
полушарии (рис. 7.9). Из-за малой величины угловой скорости враще-
ния Земли (7.30) действие силы Кориолиса, как правило, сказывается 
только при достаточно больших скоростях. Так ее нужно учитывать 
при стрельбе на большие расстояния, поскольку, не изменяя величину 
скорости пули или снаряда, она отклоняет их от цели. В то же время, 
постоянно действуя в одну и ту же сторону в течение долгого времени, 
даже небольшая сила Кориолиса приводит к тому, что в северном полу-
шарии у рек в основном сильнее подмывается правый берег, а в южном 
полушарии – левый берег. 

Задача 7.4. Выстрел произведен на север из ружья, закрепленного 
горизонтально в северном полушарии на широте 45ϕ=  . Скорость пули 
при выстреле 0 300V =  м/с. Считая, что пуля летит горизонтально, опре-
делить величину ее бокового смещения через секунду после выстрела. 
Сопротивлением воздуха пренебречь. 

Решение. При выстреле на север в северном полушарии сила 
Кориолиса KF



 отклоняет пулю от цели на восток (рис 7.10)21
5. Направим 

ось x декартовой системы координат на север (в направлении выстре-
ла), а ось y – на восток, то есть, в направлении бокового смещения пули 

21 Боковое смещение пули можно также объяснить, не привлекая силу Кориолиса, а исходя из 
кинематических соображений. По мере движения  на север направленная на восток линейная ско-
рость вращения точек земной поверхности уменьшается, так как уменьшается их расстояние до 
оси вращения. Пуля имеет ту же направленную на восток скорость, что и точка земной поверх-
ности, в которой произведен выстрел. Поэтому, двигаясь на север, пуля смещается в восточном 
направлении относительно точек земной поверхности, над которыми она пролетает, так как эти 
точки движутся на восток с меньшей скоростью, чем она. 

Рис. 7.9 Рис. 7.10
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(см. рис. 7.10). Так как по условию пуля летит в горизонтальной пло-
скости (XY), то проекция ее скорости V



 на вертикальную ось 0zV = ; а 
в силу отсутствия сопротивления воздуха – 0 constxV V= = . Кроме того 

0yV V<< , так как далее будет показано, что боковое смещение пули за 1 с 
много меньше 300 м, которые она пролетает за это же время в направле-
нии выстрела. Поэтому при расчете силы Кориолиса, действующей на 
пулю, будем считать, что вектор скорости пули 0 constV V= =

 

. 
При сделанных предположениях угол между скоростью пули 0V V=

 

 
и угловой скоростью вращения Земли ω  равен широте точки выстрела 
ϕ  по критерию равенства углов с соответственно перпендикулярными 
сторонами (см. рис. 7.10). Поэтому модуль силы Кориолиса, действую-
щей на пулю, 

02 sin ,KF m V= ω ϕ 	 (7.31) 
где m  – масса пули; ϕ  – широта точки выстрела. 

Второй закон Ньютона для пули, спроектированный на ось y , 
имеет вид y Kma F= . Подставим в него выражение для силы Кориолиса 
(7.31) и выразим боковое ускорение пули ya . В результате получим, что 

02 sin .ya V const= ω ϕ= 	 (7.32) 
Таким образом, по оси x  пуля движется с постоянной скоростью 

0V , а по оси y  – с постоянным ускорением (7.32), так что закон ее дви-
жения имеет вид 

0
2

( ) ;

( ) .
2
y

x t V t
a t

y t

=



=

 	 (7.33) 

Согласно (7.33) в плоскости XY пуля движется по параболе  
(рис. 7.11). Ее боковое смещение на 
восток (координату y ) рассчитаем по 
нижней формуле (7.33), заменив в ней 

ya  с помощью (7.32) и используя зна-
чение ω (7.30): 

2
0

5 2 2

( sin )

27,27 10 300 1 1,5 10  
2

y V t

- -

= ω ϕ =

= ⋅ ⋅ ⋅ ≈ ⋅ ì.
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8. Элементы специальной теории 
относительности

Еще Галилей обратил внимание на то, что никакими механиче-
скими опытами, проведенными в пределах данной системы отсчета, 
невозможно установить, «покоится» данная система отсчета или дви-
жется равномерно и прямолинейно. По этой причине утверждение, что 
все механические явления протекают одинаково во всех инерциальных 
системах отсчета, называется принципом относительности Галилея. 

Одинаковое протекание механических явлений означает, что все урав-
нения, посредством которых формулируются законы механики, должны 
быть одинаковыми во всех инерциальных системах отсчета, то есть, не 
должны изменять свою форму при замене переменных, соответствую-
щей переходу из одной инерциальной системы отсчета в другую. 

Пусть K и K ′  – две инерциальные системы отсчета, причем, оси 
x′ , y′ , z′  системы K ′  параллельны соответствующим осям ,  ,  x y z  
системы K, а сама система K ′  движется относительно системы K по-
ступательно с постоянной скоростью 0V



, направленной вдоль оси x 
(рис. 8.1). Кроме того, предположим, что в начальный момент времени 
( 0t t′= = ) начала координат систем K и K ′  (точки 0 и 0ʹ, рис. 8.1) совпа-
дают. Тогда координаты одного и того же объекта, одновременно изме-
ренные в системах K и K ′ , связывают преобразования Галилея:

0 ;  ;  ,  .x V t x y y z z' t t′ ′ ′ ′= + = = = 	 (8.1)
Здесь ,  ,  x y z  – координаты произвольной точки P в инерциальной 

системе K в момент времени t, а , , x y z′ ′ ′  – координаты этой же точ-
ки P в инерциальной системе K ′  
в тот же момент времени t t′=  
(см. рис. 8.1).

Уравнения механики, запи-
санные в системе K, содержат в 
качестве переменных координаты 

,  ,  x y z  и время t. В системе K ′  
эти же уравнения записываются 
с использованием переменных 

, , , x y z t′ ′ ′ ′ . С точки зрения ма-
тематики переход из системы K Рис. 8.1
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в систему K ′  эквивалентен замене переменных (8.1). Нетрудно пока-
зать, что второй закон Ньютона, а значит и другие уравнения механики 
Ньютона, не изменяют свою форму при замене переменных (8.1). Это 
является математическим доказательством принципа относительности 
Галилея. 

Если точка Р движется в системе K ′ , то ее координаты в системах 
K и K ′  можно рассматривать как функции времени. Продифференци-
ровав первые три уравнения в преобразованиях Галилея (8.1) по време-
ни, получим, что 

0 ; ;  ,x x y y z zV V V V V V V′ ′ ′′ ′ ′= + = =
то есть, что 

0 ,V V V ′= +
  

	 (8.2)

где V


 и V ′


 – скорости точки Р соответственно в системах K и K ′ . 
Формула (8.2) задает закон преобразования скоростей в механике 

Ньютона. 
Признание принципа относительности Галилея долгое время не 

мешало считать, что существует особая инерциальная система отсче-
та, связанная с эфиром, в которой свет распространяется со скоростью 

83 10c= ⋅  м/с, и что в других системах отсчета, в соответствии с формулой 
(8.2), скорость света отличается от 83 10⋅  м/с. Еще одним аргументом в 
пользу того, что для электромагнитных явлений разные инерциальные 
системы отсчета неравноправны, служил тот факт, что преобразования 
Галилея изменяют форму уравнений Максвелла, которые воедино сво-
дят всю теорию электричества и магнетизма. Однако скоро было экс-
периментально установлено, что одна и та же световая волна распро-
страняется со скоростью 83 10c= ⋅  м/с во всех инерциальных системах 
отсчета. Кроме того, Лоренц нашел замену переменных, которая не 
изменяет форму уравнений Максвелла и при определенных условиях 
принимает вид преобразований Галилея (8.1). Уравнения, используемые 
для этой замены переменных, называются преобразованиями Лоренца:

0
2

0
2 2

0 0
2 2

;  ;   ;    .
1 1

Vt xx V t cx y y z z t
V V
c c

′ ′+′ ′+ ′ ′= = = =

- -
	

(8.3)
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Эйнштейн интерпретировал формулы (8.3) как уравнения, осу-
ществляющие преобразования координат и времени при переходе 
из инерциальной системы отсчета K ′  в инерциальную систему K  
(рис. 8.2), если система K ′движется относительно системы K, как было 
описано выше (см. пояснения к рис. 8.1), и сформулировал два постула-
та: принцип относительности и принцип постоянства и предельности 
скорости света. Как и в преобразованиях Галилея (8.1), в формулах 
(8.3) – , , x y z  и , , x y z′ ′ ′  являются координатами одной и той же ма-
териальной точки в системах K и K ′ , а t  и t′  – моменты времени 
в этих же системах отсчета, в которые с данной материальной точкой 
произошло некоторое событие22

1. Ниже приводятся формулировки ука-
занных постулатов. 

Принцип относительности: все физические явления протекают 
одинаково во всех инерциальных системах отсчета, так что никакими 
опытами, проведенными внутри системы, невозможно установить 
факт ее равномерного прямолинейного движения. 

Принцип постоянства и предельности скорости света: ско-
рость света в пустоте 83 10c= ⋅  м/с не зависит от скорости движения 
его источников и приемников и не может быть превышена никаким 
материальным объектом. 

Преобразования Лоренца (8.3) не изменяют форму уравнений Мак-
свелла, то есть, удовлетворяют принципу относительности для электро-

магнитных явлений. Если же 0 1V
c
<< , то формулы (8.3) превращаются в 

преобразования Галилея (8.1) и, следовательно, удовлетворяют принци-
пу относительности для механических явлений при малых скоростях, 
то есть, именно при тех же условиях, для которых разработана меха-
ника Ньютона. Кроме того, из преобразований Лоренца следует закон 
преобразования скоростей 

в котором xV  – проекция скорости 
материальной точки на ось x  в си-
стеме K, а 'xV ′  – проекция скорости 
этой же материальной точки на 
ось x′  в системе K ′  (рис. 8.2).

22 В отличие от механики Ньютона здесь эти моменты времени различаются.

Рис. 8.2
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Если 'xV c′ = , то из (8.4) следует, что и xV c= , то есть, преобразова-
ние скоростей (8.4) обеспечивает постоянство скорости света во всех 
инерциальных системах отсчета23

2. В то же время, если скорости явля-

ются малыми по сравнению со скоростью света 0
2 1 ,xV V

c
′′ << 

 
 то формула 

(8.4) переходят в закон сложения скоростей (8.2), используемый в клас-
сической механике. 

Таким образом, преобразования Лоренца, с одной стороны, обеспе-
чивают выполнение постулатов специальной теории относительно-
сти, сформулированных Эйнштейном, а с другой стороны, не противо-
речат уравнениям, используемым в классической механике Ньютона. 

Из преобразований Лоренца следует, что время по-разному течет в 
разных инерциальных системах отсчета.

Собственным временем объекта называется время, измеряемое в 
той инерциальной системе отсчета, в которой объект покоится. 

Пусть с объектом что-либо происходило, и 0 t∆  – интервал соб-
ственного времени объекта, в течение которого происходило данное 
событие. Продолжительность этого же события   t∆  в инерциальной 
системе отсчета, относительно которой объект двигался со скоростью 

0V , отличается от 0 t∆ . Из преобразований Лоренца следует, что

0
2

0
2

  .
1

tt
V
c

∆
∆ =

-
	

(8.5)

Поскольку знаменатель в (8.5) меньше единицы, то есть 0  t t∆ >∆ . 
Таким образом, одним из следствий преобразований Лоренца является 
замедление времени в движущейся системе отсчета.

Этот факт имеет экспериментальное подтверждение. Поскольку 
при скоростях, много меньших скорости света, замедление времени яв-
ляется небольшим, использовались атомные часы, измеряющие время с 
точностью до 1/9192631770 с. Одни такие часы летали вокруг Земли на 
обычных реактивных лайнерах, а другие оставались в военно-морской 
обсерватории США. В соответствии с предсказаниями теории отно-
сительности (формула (8.5)), двигавшиеся часы должны были отстать 

23 В данном случае скорость одного и того же объекта одинакова в движущихся относительно 
друг друга системах отсчета.
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от покоившихся на (184 23)±  нс. Наблюдаемое отставание равнялось 
(203 10)±  нс, что согласуется с приведенным выше результатом расче-
тов в пределах ошибок измерений. 

Собственной длиной объекта называется его длина в той инерци-
альной системе отсчета, в которой объект покоится. 

Пусть в системе отсчета K объект (в данном случае стержень) дви-
жется со скоростью V



 вдоль оси x , как показано на рис. 8.3. Из преоб-
разований Лоренца следует, что длина стержня в этой систем отсчета 

2

0 21 .Vl l
c

= -
	

(8.6)

Поскольку 
2

21 1,V
c

- <  то, в соответствии с формулой (8.6), 0l l< . 

Таким образом, еще одним следствием преобразований Лоренца 
является сокращение размеров тел в направлении их движения. При 
этом размеры тел, перпендикулярные к направлению их движения, не 
изменяются.

Задача 8.1. Стержень, покоящийся в системе K в плоскости XY , 
составляет с осью x угол 0 30ϕ =  . На сколько процентов уменьшится 
его длина в этой системе отсчета после начала движения вдоль оси x со 
скоростью V = 0,8 c, где с – скорость света в пустоте? 

Решение. Размерами движущегося стержня, измеренными вдоль 
и поперек направления его движения в системе K, являются соответ-
ственно x∆  и y∆ , тогда как собственные размеры стержня в этих на-
правлениях, которые он имел в системе K до начала своего движения, 
равны 0x∆  и 0y∆  (рис. 8.4). В связи с постоянством поперечных раз-
меров тел 

Рис. 8.3 Рис. 8.4
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0yy ∆=∆ ,	 (8.7) 
а согласно (8.6) 

2

2

0 1
c
Vxx -∆=∆ .	 (8.8)

Воспользуемся формулами (8.7) и (8.8) чтобы связать длину стерж-
ня l, движущегося в системе K, с его собственными размерами: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2 22
0 0 0 0 02 21 .V Vl x y x y x y x

c c
 

= ∆ + ∆ = ∆ - + ∆ = ∆ + ∆ - ∆ 
  	

(8.9)

Так как квадрат собственной длины стержня 2
0

2
0

2
0 )()( yxl ∆+∆=  и 

0 0 0cosx l∆ = ϕ  (см. рис. 8.4), то формулу (8.9) можно представить в виде 
2

2 2 2 2
0 0 02 cos .Vl l l

c
= - ϕ

	
(8.10) 

Отсюда с учетом значения V = 0,8c получим, что 
2

2 2 2 2
0 02

0

31 cos 1 0,8 cos 1 0,8 0,72,
4

l V
l c
= - ϕ = - ϕ = - =

то есть, что длина стержня уменьшилась на 28%. 
Задача 8.2. В системе K навстречу друг другу движутся две части-

цы с одинаковой скоростью V1 = V2 = V = 0,9c, где c – скорость света в 
пустоте (рис. 8.5). Определить скорость их сближения в этой системе, 
а также скорость одной из них в той системе отсчета, в которой другая 
частица покоится. 

Решение. Поскольку расстояния, проходимые частицами в си-
стеме K, складываются, то скорость их сближения в этой системе  
Vсбл =  2V = 1,8c, то есть, превосходит с. Однако это не противоречит 
второму постулату специальной теории относительности, поскольку в 
нем речь идет о скорости одной ча-
стицы, а не о скорости сближения 
двух частиц. 

Пусть первая частица движется 
в направлении оси x системы K со 
скоростью 1V



, а вторая — навстречу 
ей со скоростью 2V



. Свяжем с пер-
Рис. 8.5
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вой частицей систему Kʹ (см. рис. 8.5). Тогда задача сводится нахожде-
нию 2xV ′′ , то есть, проекции скорости второй частицы в системе Kʹ. 

Чтобы найти эту проекцию, сначала выразим с помощью формулы 
(8.4) xV ′′  через xV :

0

0
2

( ) .
1

x
x

x

V VV
V V
c

′
-′ =

 - 
  	

(8.11)

В нашем случае скорость, с которой система Kʹ движется относи-
тельно системы K, V0 = V1 = V, а проекция скорости второй частицы в 
системе K – 2 2 .xV V V=- =-  Подставим в (8.11) записанные выше выра-
жения для 2xV  и V0:

2

2

2

'2

1

2
)(1

)(

c
V
V

c
VV
VVV x

+

-
=







 -
-

--
=′ . 

Используя последнюю формулу, с учетом значения V = 0,9c, най-
дем модуль скорости второй частицы в системе отсчета Kʹ, связанной с 
первой частицей, 

2 2

2

2 2 0,9 0,994 .
1 0,811

V cV c
V
c

⋅′= = =
++

 
Легко видеть, что данное значение скорости не превосходит скоро-

сти света в пустоте, что согласуется со вторым постулатом специальной 
теории относительности. 

Как и вся механика Ньютона, классическое выражение для импуль-
са p mV=



  не применимо, если скорость материальной точки приближа-
ется к скорости света. Используя закон преобразования скоростей (8.4), 
можно показать, что в этом случае выражение p mV=



  не удовлетворя-
ет принципу относительности, поскольку импульс одной и той же ме-
ханической системы может сохраняться в одной инерциальной системе 
отсчета и при этом не сохраняться в другой.

Выражение для импульса, удовлетворяющее принципу относи-
тельности при любой скорости материальной точки V



, имеет сле-
дующий вид: 

2

2

1
c
V

Vmp
-

=


 . 	 (8.12)
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Импульс, определяемый формулой (8.12), называют релятивист-
ским24

3.
Легко видеть, что при условии 1V

c
  релятивистский импульс 

(8.12) не отличается от классического импульса p mV=


 . Отметим, что 
в теории относительности масса материальной точки m, входящая в 
формулу (8.12), инвариантна, то есть, принимает одно и то же значение 
во всех инерциальных системах отсчета. 

Основным уравнением динамики, используемым в классической 
механике, является второй закон Ньютона, имеющий две формы запи-
си: (3.1) и (4.2). Вторая из них оказывается справедливой и в реляти-
вистской механике, если в ней классический импульс заменить реляти-
вистским. Соответственно основное уравнение релятивистской дина-
мики материальной точки имеет следующий вид:

,i
d p F
dt

=∑




	 (8.13)

где p  – релятивистский импульс (8.12). 
Из этого уравнения следует, что при большой скорости материаль-

ной точки направление ускорения, с которым она движется, как прави-
ло, не совпадает с направлением равнодействующей всех приложенных 
к ней сил iF∑



. Более того, в специальной теории относительности 
сами силы становятся относительными, так как их направления и мо-
дули начинают зависеть от системы отсчета. Закон преобразования сил, 
соответствующий переходу из одной инерциальной системы отсчета в 
другую, здесь не рассматривается. 

Использование преобразований Лоренца для описания перехода из 
одной инерциальной системы отсчета в другую и принцип относитель-
ности изменили представление не только об импульсе, но также и об 
энергии. Из условия сохранения импульса и энергии системы свобод-
ных (невзаимодействующих) тел одновременно во всех инерциальных 
системах отсчета было получено, что энергия невзаимодействующего 
тела, имеющего массу m и движущегося со скоростью V, равна 

2

2

2

.
1

mcW
V
c

=

-
 

	 (8.14)

24 Английское название теории относительности – relativity theory.
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Согласно выражению (8.14) энергия тела пропорциональна его 
массе, так что, даже не двигаясь, оно имеет энергию покоя

2
0 .W mc= 	 (8.15)

Энергия покоя, запасенная в составном теле, складывается из энер-
гий покоя составляющих его частиц, а также из энергий их взаимо-
действия и движения. Эта энергия очень велика, хотя обычно удается 
извлечь только очень малую ее часть, лишь незначительно уменьшая 
массу вещества. Так огромное выделение энергии, имеющее место при 
термоядерных реакциях, сопровождается уменьшением суммарной 
массы покоя ядер на величину, близкую к 0,4%. Отметим, что формулы 
(8.14) и (8.15) подтверждены большим экспериментальным материа-
лом, накопленным не только в ядерной физике, но также и в физике 
элементарных частиц. 

Если из полной энергии тела (8.14) вычесть его энергию покоя 
(8.15), то получится энергия, обусловленная движением, то есть, кине-
тическая энергия. Таким образом, кинетическая энергия тела в теории 
относительности

2
0 2

2

1 1 .
1

kW W W mc
V
c

 = - = - 
 - 
   	

(8.16) 

Очевидно, что релятивистское выражение для кинетической энер-
гии (8.16) в общем случае не совпадает с выражением для кинетиче-
ской энергии материальной точки (5.10), используемым в классиче-

ской механике. Однако при условии 1V
c
 , когда справедлива меха-

ника Ньютона, оба выражения для кинетической энергии совпадают. 

Действительно, введем обозначение 
2

2

Vx
c

=  и воспользуемся прибли-

женной формулой (1 ) 1x xα- -α= , которая верна при условии 1x . В 
результате получим, что

2

2

2

2 2
11

1

1
c
V

c
V

+=

-

, 	 (8.17)
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так как здесь 1/2α=- . Подстановка (8.17) в (8.16) преобразует послед-
нюю формулу в классическое выражение для кинетической энергии ма-

териальной точки 
2

.
2k

mVW =

Задача 8.3. Над первоначально покоившейся частицей массой m 
была совершена работа A = 3mc2, где c – скорость света в пустоте. Опре-
делить ее импульс.

Решение. Работа, совершенная над частицей, равна изменению ее ки-
нетической энергии (см. (5.11)), то есть, 

2 1k kW W A- = . Так как начальная 
кинетическая энергия частицы 

1kW  по условию равна нулю, то совершен-
ная работа равна ее конечной кинетической энергии, то есть (см. (8.16)), 

2 2

2

2

1 1 3 .
1

mc mc
V
c

 - = 
 - 
   

Отсюда конечная скорость частицы 15
4

V c= , а ее импульс  
(см. (8.12)) 

2

2

15 .
1

mVp mc
V
c

= =

-
 

Задача 8.4. Две одинаковые частицы массой m движутся навстречу 
друг другу с одинаковыми скоростями V = 0,8c, где c – скорость света 
в пустоте. Определить массу частицы, образовавшейся в результате их 
абсолютно неупругого столкновения. 

Решение. Так как импульсы сталкивающихся частиц равны по 
модулю и противоположны по направлению, то начальный импульс 
рассматриваемой системы равен нулю. Поэтому из закона сохранения 
импульса следует, что частица, образовавшаяся в результате столкно-
вения, покоится, так что ее энергия – это энергия покоя 2

0W Mc= . В 
соответствии с законом сохранения энергии эта энергия равна сумме 
энергий сталкивающихся частиц. Отсюда с учетом (8.14) следует, что 

2
2

2

2

2 .
1

mc Mc
V
c

=

-
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так что масса образовавшейся частицы 

2

2

2 2 3,3 .
1 0,64

1

m mM m
V
c

= = ≈
-

-

Масса образовавшейся частицы превосходит сумму масс столкнув-
шихся частиц из-за перехода начальной кинетической энергии системы 
в ее внутреннюю энергию (энергию покоя), которая пропорциональна 
массе. Отметим, что при неупругих столкновениях суммарная масса 
системы всегда несколько увеличивается в результате перехода части 
кинетической энергии сталкивающихся частиц в их внутреннюю энер-
гию (энергию покоя). 

Установим связь между импульсом и энергией. Для этого при вы-
числении разности 2 2 2W p c-  воспользуемся выражениями (8.12) и 
(8.14). В результате получим, что 

42

2

2

2

2
42

2

2

222

2

2

42
222

1

1

11
cm

c
V

c
Vcm

c
V

cVm

c
V
cmcpW =

-









-

=
-

-
-

=- .

 
Следовательно, импульс p и энергия W свободной частицы связаны 

соотношением 
42222 cmcpW += , 	 (8.18) 

где m – масса частицы, а c – скорость света в вакууме. 
Для частиц с нулевой массой связь между энергией и импульсом 

(8.18) принимает вид 
.W pc= 	 (8.19) 

Согласно формулам (8.12) и (8.14) частицы с нулевой массой мо-
гут существовать, то есть, иметь отличные от нуля энергию и импульс. 
Однако для этого нужно, чтобы помимо числителя выражений (8.12) и 
(8.14) в ноль обращался и их знаменатель, поскольку тогда возникает 

отношение 0
0

, которое может равняться конечному числу. Так как зна-

менатель формул (8.12) и (8.14) обращается в ноль при V = c, то части-
цы, имеющие нулевую массу, могут существовать, только двигаясь со 
скоростью света в вакууме c. 

Такими частицами являются фотоны, из которых состоит распро-
страняющееся в пространстве электромагнитное излучение.
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Приложение

В данном разделе пособия приводятся варианты домашних заданий. 
Номер варианта соответствует порядковому номеру фамилии студента в 
журнале группы. Решение задачи должно включать ее полное условие, 
последовательное изложение процесса решения с комментариями и ри-
сунком, ответ в общем виде и численные расчеты в системе единиц СИ.

№ вар. НОМЕРА ЗАДАЧ
1 1 16 41 54 75 76 101 106
2 2 17 42 55 74 77 102 107
3 3 18 43 56 73 78 103 108
4 4 19 44 57 72 79 104 109
5 5 20 45 58 71 80 99 110
6 6 21 32 59 70 81 98 111
7 7 22 33 60 69 82 105 112
8 8 23 34 57 68 83 91 113
9 9 24 35 58 67 84 92 114
10 10 25 36 59 66 85 94 115
11 11 26 37 46 64 86 100 116
12 12 27 38 47 63 87 93 117
13 13 28 39 48 62 88 97 118
14 14 29 40 49 61 89 96 119
15 15 30 31 50 65 90 95 120
16 5 29 32 51 70 76 105 106
17 8 28 33 52 71 77 104 107
18 7 27 34 53 72 78 97 108
19 6 26 35 46 73 79 103 109
20 9 25 41 54 74 80 102 110
21 10 24 42 55 75 81 101 111
22 11 23 43 56 61 90 96 112
23 12 22 44 60 62 83 95 113
24 1 21 45 59 63 84 100 114
25 2 20 36 58 64 85 99 115
26 3 19 37 57 65 86 98 116
27 13 18 38 56 66 87 94 117
28 4 17 39 55 67 88 93 118
29 14 16 40 54 68 89 92 119
30 15 30 31 53 69 82 91 120
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1.	Твердое тело вращается вокруг неподвижной оси по закону 
2A Bt Ctϕ= + +  , где A  = 10 рад, B  = 20 рад/с, C  = ‒2 рад/с2. Найти 

линейное ускорение точки тела, находящейся на расстоянии R = 0,1 м 
от оси вращения, в момент времени t = 4 с.

2.	Закон изменения координаты материальной точки: ( ) ( )23x t t= - . 
Определить перемещение, среднюю скорость перемещения и среднюю 
путевую скорость материальной точки для промежутка времени t = 2÷ 4 c.

3.	Закон изменения координаты материальной точки: 
( ) 2 4y t At Ct Bt= + + , где A  = 6 м/с, C  = 0,2 м/с2, B  = ‒0,125 м/с4. Найти 

скорость и ускорение материальной точки в моменты времени t1 = 0 c и 
t2 = 2 с, а также ее среднюю скорость перемещения и среднее ускорение 
для первых двух секунд движения.

4.	Колесо, радиус которого R = 0,5 м, вращается согласно уравне-
нию 3At Btϕ= + , где A  = 2 рад/с и B  = 0,2 рад/с3. Определить линейное 
ускорение точки, находящейся на ободе колеса, в момент времени t = 3 с. 

5.	Твердое тело вращается вокруг неподвижной оси по закону 
2 3A Ct Btϕ= + + , где A  = 10 рад, B  = 0,5 рад/с3, C  = ‒2 рад/с2. Найти 

линейное ускорение точки тела, находящейся на расстоянии R = 0,1 м от 
оси вращения, в момент времени t = 3 с. 

6.	Закон изменения координаты материальной точки: 
( ) 2x t A Bt Ct= + + , где 25A=  м, 10 B= м/с, 1C=  м/с. Найти перемеще-

ние, пройденный путь, среднюю путевую скорость и среднюю скорость 
перемещения материальной точки для промежутка времени t = 2÷ 6 c.

7.	 Закон изменения координаты материальной точки: ( ) 2 4y t At Ct= - , 
где A  = 4,5 м/с2 и C  = 0,25 м/с4 . Найти скорость и ускорение матери-
альной точки в момент времени t1 = 2 c, а также ее среднюю скорость 
перемещения и среднюю путевую скорость для промежутка времени 
2÷ 4 с.

8.	Материальная точка движется по окружности радиусом R = 4 м. 
Закон ее движения задается уравнением ( ) 2t A Btξ = +  , где A  = 8 м, 
B  = ‒2 м/с2, а криволинейная координата ξ отсчитывается вдоль окруж-
ности. Найти момент времени, когда нормальное ускорение материаль-
ной точки равно 9 м/с2, а также ее угловое ускорение в этот момент 
времени.

9.	 Вращение колеса задается уравнением ( ) 3t A Bt Ctϕ = + + , где  
A  = 3 рад, B  = 2 рад/с, C  = 1 рад/с3. Радиус колеса равен 1 м. Для 
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точки, лежащей на ободе колеса, найти угловую и линейную скорости, 
а также угловое, тангенциальное и нормальное ускорения через t = 3 с 
после начала вращения.

10.	Материальная точка движется по окружности, радиус ко-
торой равен 2 м. Уравнение движения имеет вид ξ(t) = At + Bt3, где  
А = 0,5 м/с, В = 0,1 м/с3, а ξ – криволинейная координата, отсчитываемая 
вдоль окружности. Найти угловые скорость и ускорение, а также линей-
ное ускорение материальной точки в момент времени t = 2 с. 

11.	Материальная точка движется по окружности, радиус которой 
равен  1 м. Зависимость угла поворота от времени имеет вид 4Atϕ= , 
где 1A=  рад/с4. Определить линейное ускорение материальной точки 
через секунду после начала движения, а также угол между линейным 
ускорением и радиусом окружности в этот момент времени.

12.	Материальная точка движется по окружности, радиус которой  
R = 2 м. Закон ее движения описывается уравнением ξ(t) = At2 + Bt3, 
где А = 3 м/с2, В = 1 м/с3, а криволинейная координата ξ отсчитыва-
ется вдоль окружности. Найти момент времени, когда тангенциальное 
ускорение материальной точки равно 18 м/с2, а также ее нормальное и 
угловое ускорения в этот момент времени.

13.	На графике представлена 
проекция скорости материальной 
точки на ось x  в зависимости от 
времени ( 0y zV V= = ). В начальный 
момент времени материальная точ-
ка находилась в начале координат. 
Определить ее среднюю скорость 
перемещения и среднюю путевую 
скорость для промежутка времени 
0 ÷ 7 с. 

14.	Твердое тело начинает вра-
щаться вокруг оси z  с угловой 
скоростью, проекция которой из-
меняется с течением времени, как 
показано на графике. На какой угол 
(рад) относительно начального по-
ложения окажется повернутым тело 
через 10 с после начала вращения? 
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15.	В начальный момент вре-
мени ( 0t= ) твердое тело, вращаю-
щееся вокруг оси z, имеет проек-
цию угловой скорости ωz = 5 рад/с. 
Зависимость проекции углового 
ускорения тела от времени пока-
зана на графике. Определить угло-
вую скорость тела в момент време-
ни 10 ct= . 

16.	Два одинаковых груза мас-
сой 1 кг каждый связаны нитью, 
перекинутой через невесомый 
блок. Определить силу натяжения 
нити и коэффициент трения груза 
о плоскость стола, если ускорение 
грузов равно 4,5 м/с2.

17.	На шнуре, перекинутом 
через невесомый блок, уравнове-
шены два груза массой 2M =  кг 
каждый. С каким ускорением бу-
дут двигаться грузы, если на один 
из них положить небольшое тело 
массой 70 г? Каковы вес тела и 
сила натяжения шнура во время 
движения грузов?

18.	Три тела массой m1 = 100 г, 
m2 = 200 г и m3 = 300 г связаны 
нитью, перекинутой через невесо-
мый блок, установленный на на-
клонной плоскости. Угол наклона 
плоскости к горизонту равен 30°. 
Коэффициент трения между тела-
ми и наклонной плоскостью равен 
0,2. Определить ускорение тел и 
силу натяжения нити, связываю-
щей тела 1 и 2.
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19.	Через невесомый блок, 
укрепленный на ребре призмы, 
грани которой образуют углы 30° и 
45° с горизонтом, перекинута нить. 
К концам нити привязаны тела мас-
сой по 1 кг каждое. Коэффициенты 
трения тел о плоскость одинаковы 
и равны 0,1. Определить ускорение 
тел и силу натяжения нити.

20.	Два бруска, масса которых 
равна m1 = 1 кг и m2 = 2 кг, связанные 
нитью, движутся по горизонталь-
ной поверхности под действием сил 
F1 = 8 Н и F2 = 5 Н, составляющих 
с горизонтом углы соответственно 
30° и 45°. Коэффициенты трения 
брусков о поверхность одинаковы 
и равны 0,1. Система движется на-
право. Найти ускорение брусков и 
силу натяжения нити. 

21.	Двое саней массой по 20 кг, 
связанных между собой веревкой, 
тянут по горизонтальной поверх-
ности, прикладывая силу F = 200 Н 
под углом 30° к горизонту. Найти 
ускорение саней и силу натяжения 
веревки, связывающей сани, если 
коэффициент трения полозьев о 
снег равен 0,025.

22.	Через невесомый блок пе-
рекинута нить, связывающая тело 
3 с телом 2, к которому подвеше-
но тело 1. Масса каждого тела 2 кг. 
Найти ускорение тела 1 и силу на-
тяжения нити, связывающей его с 
телом 2. 
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23.	На столе лежит брусок 
массой 2 кг, к которому привязаны 
нити, перекинутые через невесо-
мые блоки, укрепленные на обоих 
концах стола. К свободным кон-
цам нитей подвешены грузы, мас-
са которых равна соответственно 
0,85 кг и 0,2 кг. Вследствие этого 
брусок приходит в движение и за 
первые 3 с проходит расстояние 
0,81 м. Определить коэффициент 
трения скольжения бруска о стол и 
силы натяжения нитей.

24.	Два тела, масса которых 
равна m1 = 100 г и m2 = 200 г, связа-
ны нитью, перекинутой через неве-
сомый блок, установленный на на-
клонной плоскости. Угол наклона 
плоскости к горизонту равен 30°. 
Коэффициент трения между телом 
1 и наклонной плоскостью – 0,2. 
Определить ускорение тел и силу 
натяжения нити.

25.	Три тела, масса кото-
рых равна m1 = 200 г, m2 = 100 г и  
m3 = 300 г, связаны нитью, пере-
кинутой через невесомый блок, 
установленный на наклонной пло-
скости. Угол наклона плоскости к 
горизонту равен 45°. Коэффициент 
трения между телом 1 и наклонной 
плоскостью – 0,2. Определить уско-
рение тел и силу натяжения нити, 
связывающей тела 2 и 3.
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26. Самолет делает петлю в вертикальной плоскости. Определить 
вес летчика в верхней и нижней точках петли, если ее радиус 200 м, 
масса летчика 80 кг, скорость самолета 360 км/ч.



120

27.	Небольшое тело, привязанное к нити, описывает в горизонталь-
ной плоскости окружность радиусом 40 см. Нить образует с вертика-
лью угол 30о. Определить линейную скорость тела.

28.	На горизонтальной вращающейся платформе на расстоянии 0,8 
м от оси вращения лежит небольшое тело. При какой угловой скорости 
вращения платформы тело начнет соскальзывать с нее, если коэффици-
ент трения между телом и платформой μ = 0,1?

29.	В известном аттракционе «автомобиль на вертикальной стене» 
автомобиль движется по внутренней поверхности цилиндра в горизон-
тальной плоскости. Каков должен быть коэффициент трения между ши-
нами автомобиля и поверхностью цилиндра, радиус которого R = 5 м, 
чтобы автомобиль не сползал вниз при скорости V = 72 км/ч?

30.	С какой максимальной скоростью может ехать мотоцикл по го-
ризонтальной поверхности, описывая дугу радиусом 100 м, если коэф-
фициент трения резины о почву μ = 0,4?

31.	Камень массой 1 кг падает с высоты 20 м и в момент падения на 
землю имеет скорость 18 м/с. Определить работу силы сопротивления 
воздуха и величину этой силы, считая ее постоянной.

32.	Тело массой 10 г падает с высоты  
20 см на вертикально расположенную пру-
жину, вызывая ее сжатие. Определить макси-
мальное смещение верхнего конца пружины, 
если начальная высота пружины 10 см, а ее 
жесткость 100 Н/м. 

33.	Из бесконечности на поверхность Земли падает метеорит мас-
сой m = 30 кг. Какая работа будет совершена при этом силами тяготения 
Земли? Считать известными ускорение свободного падения у поверх-
ности Земли g = 9,8 м/с2 и радиус Земли R = 6400 км.

34.	С поверхности Земли вертикально вверх пущена ракета со ско-
ростью V = 8 км/с. На какую высоту она поднимется? Радиус Земли  
R = 6400 км, а ее масса М = 6·1024 кг.

35.	 Пружина жесткостью k = 500 Н/м сжата силой F = 100 Н. Какую 
работу нужно совершить, чтобы дополнительно сжать эту пружину на  
2 см?
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36.	 С горки высотой 2 м съезжают санки. Какой путь пройдут сан-
ки на горизонтальном участке, если коэффициент трения на нем равен 
0,06? Трением на горке пренебречь.

37.	Мальчик массой 40 кг, скатившись на санках с горки, высота 
которой 2 м, а угол наклона к горизонту 30°, проехал по горизонтальной 
дороге до остановки путь 20 м. Найти коэффициент трения, считая его 
постоянным на всём пути. Чему равна сила трения на горизонтальном 
участке?

38.	Пуля массой 10 г подлетает со скоростью 600 м/с к неподвижно 
закрепленной доске толщиной 4 см и, пробив ее, вылетает со скоростью 
400 м/с. Найти силу сопротивления доски, считая ее постоянной.

39.	Тело массой m соскальзывает без 
трения с некоторой высоты по наклон-
ной плоскости, переходящей в петлю ра-
диуса R. Чему равна эта высота, если ре-
акция опоры в верхней точке петли равна 
силе тяжести mg, действующей на тело? 

40.	При аварийном торможении автомобиль массой 2 т прошел по 
горизонтальной дороге путь 50 м. Найти работу силы трения и началь-
ную скорость автомобиля, если коэффициент трения равен 0,4.

41.	Тело массой m соскальзывает без 
трения с высоты H =  5R по наклонной 
плоскости, переходящей в петлю радиу-
са R. Чему равна реакция опоры в ниж-
ней точке петли?

42.	 Математический маятник массой 0,1 кг отклонили в горизон-
тальное положение и отпустили. Определить силу натяжения нити в 
момент, когда она составляет с вертикалью угол 60о.

43.	На горизонтальном столе лежит 
тело массой m1, соединенное с пружи-
ной жесткостью k. Второй конец пру-
жины закреплен. В это тело попадает 
тело массой m2, движущееся со скоростью V



. Определить максималь-
ную деформацию пружины, если после столкновения тела слипаются. 
Трением тел о поверхность стола пренебречь. Считать, что 1 2m m>> . 
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44.	Определить скорость горизонтально летевшей пули массой  
m = 10 г, если после ее попадания в ящик с песком массой М = 1 кг, ви-
севший на подвесе длиной l = 1 м, подвес отклонился от вертикального 
положения на 90о (пуля застряла в песке).

45.	Два небольших шара одинаковой массы подвешены на парал-
лельных нитях одинаковой длины так, что они соприкасаются. Первый 
шар отклоняют, вследствие чего его центр масс поднимается на высоту 
5 см, а затем ‒ отпускают. На какую высоту поднимутся шары после со-
ударения, если удар неупругий (шары слипаются)?

46.	Два тела массой 1 1m =  кг и 2 2m =  
кг связаны нитью, перекинутой через 
блок массой 1m=  кг. Определить ускоре-
ние тел, если коэффициент трения тела 1 
о плоскость стола μ = 0,1. 

47.	Через блок массой 1 кг, укре-
пленный на ребре призмы, грани ко-
торой образуют с горизонтом углы 30° 
и 45°, перекинута нить. К концам нити 
привязаны небольшие тела массой по 2 
кг каждое. Коэффициенты трения тел 
о плоскость одинаковы и равны 0,1. 
Определить ускорение тел.

48.	Через блок массой 1 кг переки-
нута нить, связывающая тело 3 с телом 
2, к которому подвешено тело 1. Масса 
каждого тела 4 кг. Найти ускорение тела 
1 и силу натяжения нити, связывающей 
его с телом и 2. 

49.	Два тела массой m1 = 100 г и  
m2 = 200 г связаны нитью, перекинутой 
через блок массой m = 100 г, установ-
ленный на наклонной плоскости. Угол 
наклона плоскости к горизонту равен 
30°. Коэффициент трения между телом 
1 и наклонной плоскостью равен 0,2. 
Определить ускорение тел. 
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50.	К телу 3, масса которого 
3 1m = кг, нитью, перекинутой че-

рез блок массой 0,5m=  кг, привя-
заны два груза массой 1 2 2m m= = кг. 
Определить ускорение грузов. Трением 
тела 3 о плоскость стола пренебречь.

51.	На шнуре, перекинутом через 
блок массой 0,5 кг, подвешены два гру-
за, имеющие одинаковую массу 1M =  
кг. С каким ускорением будут дви-
гаться грузы, если на один из них по-
ложить небольшое тело массой 100 г? 
Каков вес тела во время движения?

52.	Определить силу натяжения 
нити, связывающей первое тело со 
вторым, если масса первого тела равна 
0,5 кг, второго – 0,3 кг, третьего – 2 кг, а 
масса блока – 1 кг. Трением тел о гори-
зонтальную поверхность пренебречь. 

53.	Два тела массой m1 = 1 кг и 
m2 = 4 кг, связанные нитью, переки-
нутой через блок массой m = 0,5 кг, 
движутся по горизонтальной и на-
клонной (α=30°) поверхностям. Найти 
ускорение тел, если коэффициент 
трения между ними и поверхностями  
μ = 0,1.

54.	Однородный шар массой  
1 5m = кг может вращаться вокруг вер-

тикальной оси, проходящей через его 
центр. На «экватор» шара намотана 
нить, другой конец которой, переки-
нутый через цилиндрический блок 
массой 1m=  кг, привязан к грузу мас-
сой 2 10m =  кг. Определить ускорение 
груза, если блок и шар вращаются без 
трения. 

 
 

3 

2

1 

 

 

 

 

 

 

 

                                             M  

 

                    M   M  

 

 

 

 

 2 

3 

1 

 

 

α 

2
m  

m  

1
m  

 

m

 

2
m  

1
m

 



124

55.	Однородный цилиндр мас-
сой 1 3m =  кг может вращаться во-
круг вертикальной оси, совпада-
ющей с его осью симметрии. На 
цилиндр намотана нить, другой ко-
нец которой, перекинутый через ци-
линдрический блок массой 2m=  кг, 
привязан к грузу массой 2 5m =  кг. 
Определить ускорение груза, если блок 
и цилиндр вращаются без трения. 

56.	Однородный сплошной ци-
линдр, имеющий радиус 0,1r=  м и массу 

1m=  кг, может вращаться вокруг оси, со-
впадающей с его осью симметрии (ось z). 
На цилиндр намотана нить, за которую 
тянут так, что зависимость угла пово-
рота цилиндра от времени имеет вид 

5( )t Btϕ = ,где 1B=  рад·с-5. Определить 
момент времени, когда сила натяжения 
нити T  станет равной 28 Н, если со 
стороны оси на вращающийся цилиндр 
действует постоянный тормозящий мо-
мент, величина которого 2 HM = ⋅òð ì .

57.	Однородный шар, имеющий 
радиус 0,1r=  м и массу 2m=  кг, может 
вращаться вокруг оси z, проходящей 
через его центр. На «экватор» шара 
намотана нить, за которую тянут так, 
что зависимость угла поворота шара 
от времени имеет вид 4( )t Btϕ = , где  

1B=  рад·с-4. Определить силу натяже-
ния нити через две секунды после на-
чала вращения шара, если со стороны 
оси на вращающийся шар действует 
постоянный тормозящий момент, вели-
чина которого 10 HM = ⋅òð ì . 
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58.	Маятник (в виде буквы Т) изготов-
лен из двух однородных стержней длиной 
l  и массой m . Он колеблется вокруг гори-
зонтальной оси, проходящей на расстоянии 
1
4

l  от конца одного из стержней (точка О). 

Определить момент силы тяжести относи-
тельно точки О и угловое ускорение маятни-
ка в момент времени, когда маятник отклонен 
из положения равновесия на 90°. Считать, 
что маятник вращается без трения.

59.	Маятник (в виде буквы Т) изготов-
лен из двух однородных стержней длиной l  
и массой m . Он колеблется вокруг горизон-
тальной оси, проходящей через конец одного 
из стержней (точка О). Определить момент 
силы тяжести относительно точки О и угло-
вое ускорение маятника в момент времени, 
когда он отклонен из положения равновесия 
на 90°. Считать, что маятник вращается без 
трения. 

60.	Маятник (в виде буквы Т) изготов-
лен из двух однородных стержней длиной 
l  и массой m . Он колеблется вокруг гори-
зонтальной оси, проходящей через середину 
одного из стержней (точка О). Определить 
момент силы тяжести относительно точки О 
и угловое ускорение маятника в момент вре-
мени, когда он отклонен из положения равно-
весия на 30°. Считать, что маятник вращается 
без трения. 

61.	Сплошной однородный цилиндр радиусом r = 10 см и массой  
m = 2 кг скатывается без проскальзывания с высоты 1 м вдоль наклон-
ной плоскости. Определите момент импульса цилиндра относительно 
оси вращения у основания наклонной плоскости.

 О 
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62.	Однородный сплошной цилиндр и однородный шар, имеющие 
одинаковую массу и радиус, закатываются без проскальзывания на на-
клонную плоскость. Найти отношение высот, на которые они подни-
мутся вдоль наклонной плоскости, если у основания наклонной пло-
скости их скорости одинаковы.

63.	Однородный сплошной цилиндр и однородный шар, имеющие 
одинаковую массу и радиус, скатываются с одинаковой высоты вдоль 
наклонной плоскости. Найти отношение их скоростей у основания на-
клонной плоскости. 

64.	Полый цилиндр и однородный шар, имеющие одинаковую массу 
и радиус, скатываются с одинаковой высоты вдоль наклонной плоско-
сти. Найти отношение их скоростей у основания наклонной плоскости. 

65.	Полый и однородный сплошной цилиндры, имеющие одинако-
вую массу и радиус, скатываются с одинаковой высоты вдоль наклон-
ной плоскости. Найти отношение их скоростей у основания наклонной 
плоскости. 

66.	Маховик в виде однородного сплошного цилиндр, имеющего 
массу 2 кг и радиус 20 см, вращаясь равнозамедленно, уменьшил ча-
стоту своего вращения с 480 об/мин до 120 об/мин и, при этом, сделал  
40 оборотов. Определите работу торможения и тормозящий момент.

67.	Стержень длиной 1l=  м и массой 10m=  кг 
может вращаться вокруг горизонтальной оси, про-
ходящей на расстоянии 1

4
l  от его верхнего конца 

(точка О). Его отклонили из положения равновесия 
на угол 90° и отпустили. Определить постоянный 
момент силы трения, который ось прикладывает к 
стержню, если при прохождении положения равно-
весия угловая скорость стержня ω = 5 рад/с. 

68.	Обруч радиусом 0,5r=  м и массой  
1m=  кг может вращаться вокруг горизонтальной 

оси (точка О). Его отклонили из положения равно-
весия на угол 90° и отпустили. Определить посто-
янный момент силы трения, который ось прикла-
дывает к обручу, если при прохождении положения 
равновесия угловая скорость обруча ω = 4 рад/с. 
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69.	Однородный сплошной ци-
линдр радиусом 0,4r=  м и массой 

2m=  кг может вращаться вокруг го-
ризонтальной оси (точка О). Его откло-
нили из положения равновесия на угол 
90° и отпустили. Определить постоян-
ный момент силы трения, который ось 
прикладывает к цилиндру, если при 
прохождении положения равновесия 
угловая скорость цилиндра ω = 5 рад/с.

70.	Однородный шар катит-
ся без проскальзывания по горке. 
Зависимость его потенциальной 
энергии от координаты ( )W xÏ  изо-
бражена на графике. Чему равна ки-
нетическая энергия шара, обуслов-
ленная вращением, в точке «Б», если 
в точке «А» его полная кинетическая 
энергия равна 10 Дж.

71.	Однородный сплошной ци-
линдр катится без проскальзыва-
ния по горке. Зависимость его по-
тенциальной энергии от координа-
ты ( )W xÏ  изображена на графике. 
Определить кинетическую энергию 
цилиндра, обусловленную движени-
ем его центра масс, в точке «С», если 
в точке «А» полная кинетическая 
энергия цилиндра равна 20 Дж. 

72.	Полый цилиндр катит-
ся без проскальзывания по горке. 
Зависимость его потенциальной 
энергии от координаты ( )W xÏ  изо-
бражена на графике. Определить 
кинетическую энергию цилиндра, 
обусловленную вращением, в точке 
«Е», если в точке «А» его скорость 
равнялась нулю. 

 

О 

 

  

           

           

           

           

           

           

           

           

 

Дж ,ПW  

м ,x  2 4 6 8 100 

10 

20 

30 

А 

Б 

С 

Д 

Е 

 

  

           

           

           

           

           

           

           

           

 

Дж ,ПW  

м ,x  2 4 6 8 100 

10 

20 

30 

А 

Б 

С 

Д 

Е 

 

  

           

           

           

           

           

           

           

           

 

Дж ,ПW  

м ,x  2 4 6 8 100 

10 

20 

30 

А 

Б 

С 

Д 

Е 



128

73.	Полый цилиндр катит-
ся без проскальзывания по горке. 
Зависимость его потенциальной 
энергии от координаты ( )W xÏ  изо-
бражена на графике. Определить ки-
нетическую энергию цилиндра, об-
условленную движением его центра 
масс, в точке «С», если в точке «А» 
полная кинетическая энергия цилин-
дра равна 30 Дж.

74.	Однородный шар катит-
ся без проскальзывания по горке. 
Зависимость его потенциальной 
энергии от координаты ( )W xÏ  изо-
бражена на графике. Определить 
кинетическую энергию шара, обу-
словленную движением его центра 
масс, в точке «Д», если в точке «А» 
полная кинетическая энергия шара 
равна 10 Дж. 

75.	Однородный сплошной ци-
линдр катится без проскальзыва-
ния по горке. Зависимость его по-
тенциальной энергии от координа-
ты ( )W xÏ  изображена на графике. 
Определить кинетическую энергию 
цилиндра, обусловленную враще-
нием, в точке «К», если в точке «А» 
его полная кинетическая энергия 
равна 30 Дж. 

76.	Однородный стержень массой 12 кг и длиной L вращается в го-
ризонтальной плоскости относительно вертикальной оси, проходящей 
через его середину, с частотой 1 об/с. На одном конце стержня укрепле-
на шайба массой 2 кг. С какой частотой будет вращаться стержень, если 
шайбу передвинуть на расстояние L/4 в направлении оси вращения, 
действуя силой, направленной вдоль оси стержня?
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77.	Небольшое тело массой 3 кг 
начинает скользить с вершины на-
клонной плоскости высотой 2 м без на-
чальной скорости. Определить момент 
импульса тела относительно оси OO′  
через 0,5 с после начала движения, 
если коэффициент трения равен 0,3, а 
угол между наклонной плоскостью и 
горизонтом равен 30°. 

78.	На блок в форме однородного 
сплошного цилиндра радиусом 10 см 
и массой 5 кг намотана нить, к сво-
бодному концу которой подвешено не-
большое тело массой 1 кг. Определить 
момент импульса системы блок–тело 
относительно оси блока через две се-
кунды после начала движения системы. 
Считать, что блок вращается без трения. 

79.	Платформа, представляющая собой однородный сплошной ци-
линдр массой 150 кг и радиусом 2 м, без трения вращается вокруг вер-
тикальной оси с частотой 5 об/мин. В центре платформы стоит человек 
и держит в руках гантели. С какой частотой будет вращаться платфор-
ма, если человек, подняв руки, увеличит свой момент инерции относи-
тельно оси вращения с 2 кг·м2 до 3 кг·м2?

80.	Платформа, представляющая собой однородный сплошной ци-
линдр массой 100 кг, вращается без трения вокруг вертикальной оси 
с частотой 20 об/мин. С какой частотой будет вращаться платформа, 
если человек массой 80 кг, стоявший в ее центре, перейдет на ее край? 
Человека рассматривать как материальную точку. 

81.	Пуля массой 9 г летит со скоростью 330 м/с, вращаясь вокруг 
своей продольной оси с частотой 2 об/с. Определить момент импульса 
пули относительно ее продольной оси и полную кинетическую энер-
гию. Пулю рассматривать как однородный цилиндр диаметром 7 мм. 

82.	С наклонной плоскости высотой 2 м скатывается без проскаль-
зывания шар массой 1 кг и радиусом 2 см. Определить момент импуль-
са шара относительно его оси симметрии в конце наклонной плоскости.

 

 

o′  

o  

 

 



130

83.	 Платформа, представляющая собой однородный сплошной ци-
линдр массой 200 кг и радиусом 2 м, на краю которой стоит человек мас-
сой 80 кг, вращается без трения вокруг вертикальной оси с частотой 18 
об/мин. Человек начал двигаться по краю платформы со скоростью 2 м/с 
относительно нее в направлении ее вращения? С какой частотой стала 
вращаться платформа. Человека рассматривать как материальную точку.

84.	Платформа, представляющая собой однородный сплошной ци-
линдр массой 100 кг и радиусом 2 м, вращается без трения вокруг верти-
кальной оси с частотой 20 об/мин. С какой частотой будет вращаться плат-
форма, если человек массой 80 кг, стоявший в ее центре, сместится на 1 м 
в направлении ее края? Человека рассматривать как материальную точку.

85.	Человек массой 80 кг стоит на краю неподвижной платформы, 
представляющей собой однородный сплошной цилиндр массой 100 кг 
и радиусом 2 м, который может вращаться без трения вокруг вертикаль-
ной оси. С какой угловой скоростью начнет вращаться платформа после 
того как человек поймает мяч массой 0,5 кг, летящий горизонтально по 
касательной к платформе со скоростью 10 м/с. Человека рассматривать 
как материальную точку. 

86.	Фигурист выполняет вращение на льду с частотой 2 об/с. Какой 
станет частота вращения фигуриста, если он, сгруппировавшись, 
уменьшит свой момент инерции с 2 кг·м2 до 1,5 кг·м2? Как и за счет 
чего изменится при этом кинетическая энергия фигуриста?

87.	В результате взрыва звезда, вращавшаяся вокруг своей оси, уве-
личила объем в 8 раз. Считая звезду однородным шаром, определить 
каким стал период ее вращения, если до взрыва он был равен 1 месяцу?

88.	Человек массой 80 кг стоит на краю неподвижной горизонталь-
ной платформы, которая имеет вид однородного сплошного цилиндра 
массой 100 кг и может вращаться без трения вокруг вертикальной оси. 
На какой угол повернется платформа после того как человек пройдет по 
краю относительно нее два полных круга? Человека рассматривать как 
материальную точку. 

89.	Однородный стержень массой 1,5 кг и длиной 0.5 м может вра-
щаться без трения вокруг горизонтальной оси, проходящей через его 
верхний конец. Когда стержень находился в положении равновесия, в 
его центр попала горизонтально летевшая пуля массой 9 г и застряла в 
нем. Вследствие этого стержень отклонился от вертикали на угол 60°. 
Определить скорость пули.
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90.	Однородный стержень массой 2,5 кг может вращаться без тре-
ния вокруг горизонтальной оси, проходящей через его верхний конец. 
Когда стержень находился в положении равновесия, в его нижний 
конец попала горизонтально летевшая пуля массой 9 г и застряла в 
нем. Вследствие этого стержень отклонился от вертикали на угол 60°. 
Определить длину стержня, если скорость пули 300 м/с.

91.	Движение частицы массой 20 г рассматривается в системе от-
счета, вращающейся относительно инерциальной системы с угловой 
скоростью 20 рад/с. Какую работу совершат силы инерции при пере-
мещении частицы из точки, находящейся на расстоянии 1 м от оси вра-
щения, в точку, удаленную от оси на 2 м?

92.	 Горизонтально расположенный стержень длиной 1 м вращается 
вокруг вертикальной оси, проходящей через один из его концов, с по-
стоянной угловой скоростью 2 рад/с. На стержень надета небольшая 
шайба массой 100 г, закрепленная с помощью нити на расстоянии 10 см 
от оси вращения. Нить пережигают, и шайба начинает скользить без 
трения по стержню. Определить горизонтальную силу давления шайбы 
на стержень в момент времени, когда она окажется на конце стержня. 

93.	Небольшая шайба лежит на расстоянии 10 см от оси вращения 
горизонтального диска. Максимальная частота вращения диска, при 
которой шайба может покоиться относительно него, равна 60 об/мин. 
Определить коэффициент трения между шайбой и диском. Задачу ре-
шить в системе отсчета, связанной с диском.

94.	К потолку вагона, движущегося в горизонтальном направлении 
с ускорением 3,3 м/с2, на нити подвешено тело массой 200 г, размерами 
которого можно пренебречь. Определить угол отклонения нити от вер-
тикали и силу ее натяжения, если тело покоится относительно вагона. 
Задачу решить в системе отсчета, связанной с вагоном.

95.	По горизонтальным рельсам двигался вагон, к потолку кото-
рого на нити было подвешено небольшое тело. Во время торможения 
вагона сила трения составляла 30% силы, с которой вагон притягивал-
ся к Земле. На какой угол при этом была отклонена нить от вертикали, 
если тело покоилось относительно вагона. При нахождении угла от-
клонения нити от вертикали использовать систему отсчета, связан-
ную с вагоном.
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96.	Горизонтально расположенный стержень длиной 1 м вращается 
вокруг вертикальной оси, проходящей через один из его концов, с по-
стоянной угловой скоростью. На стержень надета небольшая шайба, за-
крепленная с помощью нити на расстоянии 2 см от оси вращения. Нить 
пережигают, и шайба начинает без трения скользить по стержню. Как 
относятся скорости шайбы относительно стержня в его конечной точке 
и в его середине? 

97.	Электровоз массой 184 т движется на широте 30° вдоль ме-
ридиана со скоростью 72 км/час. Определить горизонтальную силу, с 
которой электровоз давит на рельсы. Куда направлена эта сила, если 
электровоз находится в южном полушарии и едет на север?

98.	Выстрел произведен на север из ружья, закрепленного в южном 
полушарии на широте 45° . Считая, что пуля летит горизонтально, опреде-
лить величину и направление ее смещения от линии прицеливания за 1 с. 
Скорость пули при выстреле 330 м/с. Сопротивлением воздуха пренебречь. 

99.	Небольшое тело массой 50 г при-
вязано с помощью нити к вертикальной 
стойке, расположенной на вращающемся 
диске. Чему равна частота вращения дис-
ка и сила натяжения нити, если нить от-
клонена от вертикали на угол 300, а тело 
при этом покоится относительно диска 
на расстоянии 50 см от оси вращения? 
Задачу решить в системе отсчета, свя-
занной с диском.

100.	Выстрел произведен из ружья, закрепленного горизонтально в 
северном полушарии на широте 45ϕ=  , по мишени, находящейся юж-
нее ружья на расстоянии 100 м от него. Скорость пули при выстреле 

0 300V =  м/с. Считая, что пуля летит горизонтально, определить вели-
чину и направление ее смещения от центра мишени. Сопротивлением 
воздуха пренебречь.

101.	Вагон скатывается по склону, составляющему угол 30° с горизон-
том. Величина силы трения равняется 10% от величины силы, с которой 
вагон притягивается к Земле. К потолку вагона на нити подвешено неболь-
шое тело. Определить угол отклонения нити от вертикали, если тело не-
подвижно относительно вагона. При нахождении угла отклонения нити 
от вертикали использовать систему отсчета, связанную с вагоном.
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102.	Вагон закатывается на горку по склону, составляющему угол 30° 

с горизонтом. Величина силы трения равняется 10% от величины силы, 
с которой вагон притягивается к Земле. К потолку вагона на нити под-
вешено небольшое тело массой 20 г. Определить силу натяжения нити, 
если тело неподвижно относительно вагона. При нахождении силы на-
тяжения нити использовать систему отсчета, связанную с вагоном.

103.	 Выстрел произведен из ружья, закрепленного горизонталь-
но в южном полушарии на широте 30ϕ=  , по мишени, установленной 
севернее него. В какую сторону отклонится пуля от центра мишени? 
Определить расстояние между ружьем и мишенью, если боковое сме-
щение пули от ее центра равно 1 см. Считать что пуля летит горизон-
тально, а ее скорость при выстреле 0 300V =  м/с. Сопротивлением воз-
духа пренебречь. 

104.	 К потолку вагона, движущегося в горизонтальном направле-
нии с ускорением 5 м/с2, на нити подвешено небольшое тело. Определить 
угол отклонения нити от вертикали и массу тела, если сила натяжения 
нити равна 1 Н, а тело покоится относительно вагона. Задачу решить в 
системе отсчета, связанной с вагоном.

105.	Два небольших тела, масса 
которых равна 1m = 200 г и 2m = 100 г, 
привязаны с помощью нитей к верти-
кальным стойкам, расположенным на 
вращающемся диске. При этом первое 
тело оказалось на расстоянии 1 1r =  м от 
оси вращения, а второе ‒ на расстоянии 

2 3r =  м от нее. Определить силы натя-
жения нитей, если нить, с помощью которой привязано первое тело, 
отклонена от вертикали на 45°. Задачу решить в системе отсчета, свя-
занной с диском.

106.	С какой скоростью должна двигаться частица, чтобы ее кине-
тическая энергия равнялась удвоенной энергии покоя?

107.	Собственное время жизни частицы равно 610- с. Определить 
время жизни этой частицы в системе отсчета, относительно которой 
она движется со скоростью 0,99с, где с – скорость света.

108.	С какой скоростью должна двигаться частица, чтобы ее полная 
энергия в 5 раз превышала ее энергию покоя?

 
1r  
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109.	 Две частицы движутся навстречу друг другу относительно не-
которой инерциальной системы отсчета с одинаковой скоростью 0,4 с, 
где c  – скорость света. С какой скоростью движется одна частица от-
носительно другой?

110.	 Во сколько раз изменится полная энергия частицы, если ее 
скорость увеличится с 0,5с до 0,9с, где с – скорость света?

111.	  Во сколько раз изменится кинетическая энергия частицы, если 
ее скорость увеличится с 0,3с до 0,8с, где с – скорость света?

112.	С какой скоростью должна двигаться частица, чтобы ее кине-
тическая энергия увеличилась в 2 раза, если начальная скорость части-
цы 1

2
с, где с – скорость света?

113.	С какой скоростью должна двигаться частица, чтобы ее полная 
энергия увеличилась в 3 раза, если начальная скорость частицы 1

5
c  (с – 

скорость света)?
114.	Над первоначально покоившейся частицей массой m  была со-

вершена работа 22A mc=  (с – скорость света). Определить импульс ча-
стицы.

115.	Над частицей массой m , двигавшейся со скоростью /2c , была 
совершена работа 2A mc=  (с – скорость света). Определить ее конечный 
импульс.

116.	С какой скоростью должен двигаться стержень в направлении 
своей оси, чтобы его релятивистское сокращение составило 1/3 его соб-
ственной длины.

117.	Первоначально покоившийся стержень привели в движение со 
скоростью 0,8с в направлении его оси, где с – скорость света. На сколь-
ко процентов вследствие этого сократилась длина стержня в системе 
отсчета, относительно которой он ранее покоился?

118.	Две одинаковые частицы массой m  двигались навстречу 
друг другу с одинаковыми скоростями 0,9с, где с – скорость света. 
Определить массу частицы, образовавшейся в результате их абсолютно 
неупругого столкновения. 

119.	Неподвижная частица массой M  распадается на две одинако-
вые частицы массой 0,2M  каждая. Найти скорости этих частиц. 

120.	Неподвижная частица массой M  распадается на две одинако-
вые частицы, движущиеся со скоростью 0,9c  каждая, где с – скорость 
света. Определить массу образовавшейся частицы. 
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Физические постоянные

Физическая постоянная Обозначение Числовое значение
Радиус Земли R 6,37×106 м
Масса Земли М 5,97×1024 кг
Гравитационная постоянная G 6,67×10-11 м3/(кг×с2) 
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