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6  Вопросы для самоконтроля 

Тема: «Кратные и криволинейные интегралы»

1.	 Дайте определение двойного интеграла от функции по области, укажите его 
свойства и  геометрический смысл.

2.	 Изложите метод вычисления двойного интеграла в прямоугольных 
координатах с помощью повторного интеграла.

3.	 Укажите формулу для вычисления двойного интеграла в полярных 
координатах. 

4.	 Как вычисляются объем цилиндрического тела и площадь плоской фигуры 
с помощью двойного интеграла? 

5.	 Как вычисляется масса плоской пластины, если дана поверхностная 
плотность распределения?

6.	 Дайте определение тройного интеграла от функции по области и укажите 
его механический смысл.

7.	 Изложите метод вычисления тройного интеграла в прямоугольных 
координатах. 

8.	 Как осуществляется переход к цилиндрическим и сферическим координатам 
в тройном интеграле? 

9.	 Как вычисляется объем и масса тела с помощью тройного интеграла? 
10.	 Дайте определение криволинейного интеграла первого рода по длине дуги. 
11.	 Как вычисляется криволинейный интеграл первого рода?
12.	 Сформулируйте физический и геометрический смысл криволинейного 

интеграла первого рода. 
13.	 Выражение через криволинейный интеграл  первого рода некоторых 

величин (длина и масса дуги кривой, площадь цилиндрической 
поверхности).

14.	 Дайте определение криволинейного интеграла второго рода (по координатам).
15.	 Как вычисляется криволинейный интеграл второго рода? 
16.	 Какова связь между криволинейными интегралами первого и второго рода?
17.	 Формула Ньютона-Лейбница для криволинейного интеграла. Условие, 

при котором эта формула имеет место.
18.	 Сформулируйте условие независимости криволинейного интеграла второго 

рода от пути интегрирования. 
19.	 Сформулируйте условие при котором выражение P(x, y)dx + Q(x, y)dy 

является полным дифференциалом некоторой функции.
20.	 Сформулируйте условие равенства нулю криволинейного интеграла 

				             по замкнутому контуру.

21.	 Выпишите формулу Грина и укажите ее применение.
22.	 Как найти площадь плоской фигуры?
23.	 Что такое работа переменной силы?

�	 �
 �	 �
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P x,y dx Q x,y dy,
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7  Демонстрационный вариант 
контрольной работы № 6

ЗАДАЧА 1

Расставить пределы интегрирования в двойном интеграле по области D, ограниченной 
заданными линиями:

Внешнее интегрирование задайте по переменной x, а внутреннее — по y.

Решение:
1.	 Строим на чертеже область интегрирования D, которая представляет собой 

криволинейный треугольник AOB:

Возьмем сначала постоянные пределы интегрирования по x. Ими будут 
числа 0 и 1. Зафиксируем точку x ∈(0; 1) и проведем через точку (x; 0) луч, 
параллельный и одинаково направленный с осью Оу.
Нижняя точка пересечения этого луча с границей D называется точкой 
входа в область D, ее ордината                      а верхняя точка пересечения луча 
с границей D называется точкой выхода из области, ее ордината 

2.	 Расставим пределы интегрирования по области D: внешнее интегрирование 
задаем по переменной x, а внутреннее — по переменной y. 
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Таким образом, данный двойной интеграл можно так записать 
через повторный:

ЗАДАЧА 2

В заданном двойном интеграле изменить порядок интегрирования:

Решение:
1.	 Сделаем чертеж области интегрирования D по известным пределам данного 

повторного интеграла. Область интегрирования D состоит из двух областей 
D1 и D2, где D1 — множество точек (x; у), удовлетворяющих неравенствам

			     а область D2 — это множество точек (x; у), удовлетворяющих

неравенствам

Таким образом, область интегрирования D представляет собой 
криволинейный треугольник BAO, где:
• вершина B (– 2; 0) определяется из системы

• вершина А (– 1; – 1) определяется из системы

21

0 -

=òò ò ò
х

D х

f ( x , y )dxdy dх f ( х , у )dу.

3

1 0 0 0

2 2 0

-

- - - -

= +òò ò ò ò ò
D х х

f ( x , y )dxdy dх f ( х , у )dу dх f ( х , у )dу.

1

2 1
: 

2 0

ìï - £ £-ïíï- - £ £ïî

х
D ,

х у

2 0

2 3

1 0
: 

0

ìï- £ £ïïíï £ £ïïî

х
D .

х у

2
;

0         

ìï =- -ïíï =ïî

y x
y 0         

3

2
;

      

ìï =- -ïïíï =ïïî

у х

у х

y

x

y

A

B

D1 D2

0–1

–1
т. вых.т. вх.

–2



17

• вершина О (0; 0) определяется из системы

2.	 Поменяем порядок интегрирования.
Переменная у в области D изменяется в пределах от у = – 1 до у = 0. Для того, 
чтобы получить пределы интегрирования по х, зафиксируем любое у ∈(– 1; 0) 
и через точку (0; у) проведем луч, параллельный оси Ох и одинаково с ней 
направленный.
Точка входа в область D имеет абсциссу хвх = – 2 – у, а точка выхода имеет 
абсциссу хвых = у3.
Следовательно, исходный интеграл запишется в виде:

ЗАДАЧА 3

Вычислить повторный интеграл:

Решение:
Двойной интеграл сводится к повторным:

В повторных интегралах сначала вычисляется внутренний определенный интеграл 
либо по переменной y (в 1‑ом случае), либо по переменной x (во 2-ом случае). Затем по фор-
муле Ньютона‑Лейбница подставляются пределы интегрирования, результат выносится 
во внешний интеграл и досчитывается. Результатом вычисления является число.
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ЗАДАЧА 4

Применяя двойной интеграл, найти площадь плоской фигуры, ограниченную параболами:

y2 = 10x + 25 и y2 = – 6x + 9.

Решение:
Площадь плоской фигуры D в прямоугольных координатах выражается 

двойным интегралом:

1.	 Найдем точки пересечения парабол, приравняв правые части равенств:

2.	 Для упрощения вычислений, расстановку пределов интегрирования надо 
начинать с ординаты y:
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ЗАДАЧА 5

Вычислите криволинейный интеграл:

где L — отрезок прямой, заключенный между точками A (0; 0) и B (2; 2).

Решение:
Если кривая L задана непрерывно дифференцируемой функцией y =y(x),

где a ≤ x ≤ b, то 

1.	 Напишем уравнение прямой (AB). Напомним, что канонические уравнения 
прямой на плоскости имеют вид:

То есть прямая (AB) задается уравнением		         или y = x.

Таким образом,				                так как 
2.	 Вычислим данный криволинейный интеграл вдоль отрезка [AB], 

учитывая, что

ЗАДАЧА 6

 Вычислить криволинейный интеграл

где кривая L — лемниската Бернулли
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Решение:
Если кривая L задана в полярных координатах (x = r cos φ, y = r sin φ) уравнением r = r(φ) 

где a ≤ φ ≤ b, то

1.	 Построим кривую интегрирования L, заданную уравнением             
по точкам в полярной системе координат. Поскольку левая часть уравнения 
кривой L неотрицательна, так как r ≥ 0, то область изменения угла φ 
найдем из неравенства                       которое выполняется для всех φ, 
удовлетворяющих неравенству 

А значит, 				            или 			          , где K ∈ ℤ.

Учитывая, что φ ∈[0; 2π], получаем:

Построим по точкам кривую L, для этого составим таблицу точек Mi  = r; φ), 
где 

ТАБЛИЦА 1
Точки 

№ точек φ 2φ cos 2φ
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π

-
2
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6
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3
π

0,50 0,71

M5 4
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2
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3
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2
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№ точек φ 2φ cos 2φ

M7

4

5
6
π

2

5
3
π

0,50 0,71

M8 π 2π 1 1

M9

6

7
6
π 7

3
π

0,50 0,71

M10

5
4
π

3

5
2
π

0 0

Для построения кривой L проводим из полюса О лучи, соответствующие 
выбранным значениям ▱, и на каждом луче откладываем вычисленные 
значения полярного радиуса r. Полученные точки Mi  (где	   ) соединяем 
плавной кривой (при этом, точки M1, M5, M6, M10 совпадают с полюсом О). 
Кривая L, изображенная на рис. 1, называется лемнискатой Бернулли.

РИС. 1
Лемниската Бернулли

Заметим, что, учитывая свойства четности и периодичности функции
	             , достаточно было провести построение точек, соответствующих

значениям 	        Затем можно полностью достроить кривую L,

предполагая ее симметричность относительно прямой, содержащей

полярную ось, и то, что часть кривой, попавшей в сектор

совпадает с частью кривой, попавшей в соседний сектор, при повороте вокруг 
полюса на угол π.

2.	 Напомним, что если кривая L задана в полярных координатах
уравнением r = r(φ) где a ≤ φ ≤ b, то имеет место формула:

0; 
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Так как		            то

Кроме того,				          так как r ≥ 0.
3.	 Вычислим данный криволинейный интеграл, с учетом 

свойства аддитивности:

ЗАДАЧА 7

Вычислите

где L — трезок прямой между точками A (0; 1) и В (1; 2).

Решение:
Уравнение прямой, проходящей через точки А и В, имеет вид y = x + 1, поэтому на отрез-

ке АВ: dy = dx.
Подставляя в подынтегральную функцию вместо у его выражение через х  и замечая, 

что при перемещении от А к В x меняется от 0 до 1, по формуле:

Получаем:
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ЗАДАЧА 8

Вычислите

где L — дуга астроиды, заданной уравнениями                                 от точки M1(t1) до 
M2(t2), для которых 

Решение:
Так как плоская кривая задана параметрическими уравнениями, то применим формулу:

Из уравнений линии находим 
Следовательно,

ЗАДАЧА 9

Вычислите по формуле Грина криволинейный интеграл
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где L — контур треугольника с вершинами A (1; 1), B (2; 2), C (1; 3), пробегаемый против 
хода часовой стрелки.

Решение:
Напомним, что если L — замкнутый контур, ограничивающий конечную односвязную 
область D (т. е. без «дыр»), пробегаемый так, что область D остается слева, и функции 
P (x, y) и Q (x, y) непрерывны вместе со своими частными производными        и         в данной
области и на ее границе, то имеет место формула Грина:

Указанная формула справедлива также и для конечной области D, ограниченной 
несколькими контурами, если под границей данной области понимать объединение 
всех граничных контуров, направление обхода которых выбирается так, что область D 
остается слева.

В нашем случае,
Значит,

Применяя формулу Грина, получаем:

где областью D является треугольник ABC .
Перейдем от двойного интеграла к повторному, где пределы интегрирования вну-

треннего интеграла зависят от переменной, по которой берется внешний интеграл. 
Переменная x в области D находится в пределах от x = 1 до x = 2. Для того, чтобы получить 
пределы интегрирования по y, необходимо провести произвольный луч, параллельный 
оси Oy  и пересекающий область D. В этом случае точка входа луча в область есть нижний 
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предел интегрирования по y: yвх = x, а точка выхода луча из области — верхний предел 
интегрирования по yвых = 4 – x. Следовательно, получаем:

Таким образом,
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