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1  Требования к знаниям 
и умениям студента

Методические указания содержат рекомендации и исходные данные для выполнения 
контрольной работы. 

Значение номера варианта соответствует числу, состоящему из двух последних цифр 
шифра студента. При этом следует учитывать, что номер варианта находится в пределах 
от 1 до 30. Если полученное число не входит в данный предел, то следует воспользоваться 
соотношением:

№ варианта = N – 30 × x ,

где N — число, состоящее из двух последних цифр шифра студента (исключение состав-
ляет случай, если две последние цифры равны «00», то тогда N = 100);
x — целое число, которому присваивается значение 1 (при 30 < N ≤ 60), 2 (при 60 < N ≤ 90) 
или 3 (при N > 90).

Каждое задание контрольной работы выполняется в отдельной рабочей книге MS Excel, 
имеющей расширение xlsx и имя «N_M», где N — две последние цифры шифра студента, 
а M — № задания контрольной работы.

Для успешного выполнения контрольной работы студент должен продемонстриро-
вать следующие знания и умения:

Знать
 ■ методы расчета параметров линейной и нелинейных регрессионных моделей;
 ■ способы оценки результатов регрессионного анализа пространственных данных

Уметь

 ■ осуществлять регрессионный анализ пространственных данных, задействованных 
в исследованиях в области геодезии и дистанционного зондирования;

 ■ оценивать и представлять в программном комплексе MS Excel результаты 
регрессионного анализа пространственных данных;

 ■ логически обосновывать результаты регрессионного анализа пространственных данных
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2  Условие допуска к защите

Результат проверки Действия студента

Работа допущена к защите 
без исправлений

Студент приносит работу на очные занятия в распечатанном 
виде для защиты

Работа допущена к защите 
с исправлениями

Сделав исправления в работе, где это указано преподавателем, 
студент не присылает повторно работу на проверку, а приносит 
исправленную работу на очные занятия в распечатанном виде 
для защиты

Работа не допущена к защите Сделав исправления в работе, где это указано преподавателем, 
студент присылает работу на проверку повторно, до тех пор, 
пока работа не будет допущена к защите без исправлений 
или с незначительными исправлениями
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3  Контрольная работа

3.1  ЗАДАНИЕ № 1. ПОСТРОЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ 
МОДЕЛИ ПАРНОЙ РЕГРЕССИИ И ОЦЕНКА 
ЕЕ ЗНАЧИМОСТИ И КАЧЕСТВА

Общие сведения

Эконометрика — наука, изучающая методами математической статистики количественные 
закономерности и связи в экономике, выражаемые в виде математических моделей [1].

Эконометрическая модель — это вероятностно-статистическая модель, описывающая 
функционирование экономической или социально-экономической системы/объекта [2].

В эконометрических моделях преимущественно используются данные следующих 
двух типов:

 ■ (1) пространственные (перекрестные) данные (cross-sectional data) 
(данные, собранные с разных объектов за один и тот же период времени);

 ■ (2) временные данные (time-series data) (данные, собранные с одного объекта 
в различные моменты времени).

В данном и последующих заданиях контрольной работы будут рассматриваться эко-
нометрические модели пространственных данных.

Регрессионная модель или модель регрессии — эконометрическая модель, представ-
ляющая собой уравнение вида 			         и описывающая зависимость резуль-
тативной переменной у от одной или нескольких факторных переменных х. Случайная 
составляющая регрессионной модели ε отражает ее вероятностный характер.

Простейшей регрессионной моделью является модель парной линейной регрессии, 
имеющая следующий вид [3]:

где у — зависимая (объясняемая, фактическая, эмпирическая) переменная;
х — независимая (объясняющая) переменная;
a, b — параметры уравнения линейной регрессии;
ɛ — случайная компонента (ошибка, остаток, возмущение).

Для оценки параметров a и b регрессионной модели может быть использован метод 
наименьших квадратов. Данный метод позволяет получить такие оценки параметров, 
при которых сумма квадратов отклонений фактических значений результативного при-
знака от теоретических значений минимальна.

1 2( )ny f x ,x ,...,x ,ε=

(1.1)y a bx ,ε= + +
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B MS Excel параметры уравнения парной линейной регрессии можно найти с помощью 
функции = ЛИНЕЙН. Чтобы воспользоваться функцией = ЛИНЕЙН, необходимо выде-
лить две расположенные в строчку ячейки, ввести в строку формул = ЛИНЕЙН(массив у; 
массив х) и, удерживая клавиши Ctrl и Shift, нажать Enter. После этого в первой из выде-
ленных ячеек появится значение параметра b, а во второй ячейке  — значение параметра а.

Ошибки модели можно определить как разности между фактическими и теоретиче-
скими значениями результативного признака, т. е.

где ɛi — ошибка (остаток) модели для і-то наблюдения;
yi — фактическое значение результативного признака для і-го наблюдения;
     — теоретическое значение результативного признака для і-го наблюдения.

Для оценки качества модели парной регрессии используют коэффициент детермина-
ции R2, определяемый следующим образом [3]:

где 	  — дисперсия фактических значений результативного признака;
            — дисперсия теоретических значении результативного признака у (т. е. дисперсия у, 
вызванная фактором х и объяснённая регрессией);
         — остаточная дисперсия (т. е. дисперсия значений результативного признака у, вызван-
ная влиянием факторов, которые не включены в модель парной регрессии).

Дисперсия        характеризует разброс значений результативного признака yi относи-
тельно их средней арифметической величины     :

где n — объем статистической совокупности.
Дисперсия 	 характеризует разброс теоретических значений результативного 

признака      (т. е. значений, полученных по уравнению регрессии) относительно их сред-
ней арифметической величины     :

где n — объем статистической совокупности.
Дисперсия         характеризует разброс фактических значений результативного при-

знака yi относительно их теоретических значений:

(1.2)

ε

i i i
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iŷ

(1.5)

2

2 1

n

i
i

объясн

ˆ( y y )
,

n
σ =

-
=
å

σ

y

σ σ

2
остσ

(1.6)

2

2 1

n

i i
i

ост

ˆ( y y )
,

n
σ =

-
=
å

σ σ

2
объяснσ



8

где n — объем статистической совокупности.
Справедливо правило сложения дисперсий [3]:

Коэффициент детерминации R2 является одной из наиболее эффективных оценок 
адекватности регрессионной модели, мерой качества уравнения регрессии (или мерой 
качества подгонки регрессионной модели к наблюдаемым значениям у) [3]. Он показы-
вает, какая доля вариации результативного признака у объяснена построенной регрес-
сионной моделью.

Коэффициент детерминации изменяется в пределах от нуля до единицы. Чем большее 
значение принимает R2, тем в большей степени факторный признак х определяет резуль-
тативный признак у и тем соответственно лучше построенная регрессионная модель.

Коэффициент корреляции R определяется как корень квадратный из коэффициента 
детерминации:

и характеризует тесноту изучаемой зависимости между факторным и результативным 
признаками. Чем ближе R по абсолютной величине к единице, тем теснее (сильнее) кор-
реляционная связь (см. таблицу 1.1). В частности, при | R | > 9 можно говорить о наличии 
крайне сильной корреляционной связи.

ТАБЛИЦА 1.1
Корреляционная связь между двумя признаками при различных значениях 

коэффициента корреляции (по [3, 4])

Модуль коэффициента корреляции Корреляционная связь

0 < | R | ≤ 0,3 очень слабая

0,3 < | R | ≤ 0,5 слабая

0,5 < | R | ≤ 0,7 средняя

0,7 < | R | ≤ 0,9 сильная

0,9 < | R | ≤ 1 крайне сильная

Оценка значимости уравнения регрессии может осуществляться с помощью критерия 
Фишера (F-критерия). Для парной регрессии расчетное значение F-критерия можно 
получить следующим образом [3]:

где Fрасч — расчетное значение F-критерия;
R2 — коэффициент детерминации;

(1.7)2 2 2
y объясн ост .σ σ σ= +

(1.8)2R R=

(1.9)
2

2 ( 2)
1расч

RF n ,
R

= ´ -
-
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n — объем статистической совокупности.
Если рассчитанное по формуле (1.9) значение F-критерия оказывается большим кри-

тического значения критерия Фишера Fкрит (т. е. Fрасч > Fкрит), то уравнение регрессии при-
знается статистически значимым. Если же Fрасч < Fкрит то уравнение регрессии признается 
незначимым. Fкрит можно определить по специальным таблицам (см. Приложение А), 
исходя из уровня значимости α и чисел степеней свободы k1 = m – 1 и k2= n – m, где m — 
число оцениваемых параметров регрессионной модели (для парной регрессии m = 2). 
В MS Excel, чтобы оценить критическое значение F-критерия для парной регрессии, можно 
допустить, что α = 0,05, и воспользоваться встроенной функции = FPACПOБP(0,05; 1; n–2).

Качество полученного уравнения регрессии оценивают также с помощью средней 
относительной ошибки аппроксимации (приближения), которая рассчитывается 
по формуле [3]:

где      — средняя относительная ошибка аппроксимации, %;
n — объем статистической совокупности;
yi — фактические значения результативного признака;
     — теоретические (расчетные) значения результативного признака, получаемые путем 
подстановки фактических значений в полученное уравнение регрессии.

Допустимый предел значений     составляет не более 10 %. Если     > 10 %, то качество 
построенной модели признается неудовлетворительным (такую модель нельзя исполь-
зовать при анализе и прогнозе).

Цель задания: по исходным данным, представленным в Приложении Б, построить 
модель парной линейной регрессии, описывающую корреляционную связь между фак-
торным и результативным признаками. Провести дисперсионный анализ и проверить 
правило сложения дисперсий. Рассчитать коэффициенты детерминации и корреля-
ции. Оценить значимость модели и среднюю относительную ошибку аппроксимации. 
Построить в одной системе координат поле корреляции и теоретическую прямую. Сделать 
выводы по результатам выполнения задания.

Исходные данные: см. Приложение Б.

Пример выполнения задания № 1

Исходные данные: 
При исследовании зависимости годовой прибыли транспортно-экспедиторских пред-

приятий (y, тыс. руб.) от средней дальности перевозки одной тонны груза (x, км) были 
получены следующие данные для 12 предприятий (i — № предприятия):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x 310 550 150 800 350 900 500 220 110 420 700 600

y 550 1150 310 1320 750 1800 1000 450 270 730 1200 1050

(1.10)
1

1 100
n

i i

i i

ˆy y
A %,

n y=

-
= ´ ´å

A
ε

iŷ

A A
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Последовательность выполнения задания:
1.	 Внесите исходные данные на лист МЅ Excel и зарезервируйте столбцы 

«Теоретические значения y по линейной модели (y_лин)», «Ошибки 
модели (y[i]-y_лин[i])», «abs(y[i]-y_лин[i])/y[i]», а также строки «Среднее» 
и «Дисперсия» (см. рис. 1.1). Кроме того, зарезервируйте ячейки B18 
и C18 для параметров модели, а ячейки B19:B24 — для оценок качества 
и адекватности.

РИС. 1.1
Ввод исходных данных задания № 1

Найдите параметры а и b модели парной линейной регрессии с помощью 
встроенной функции MS Excel = ЛИНЕЙН. Для этого выделите мышью 
диапазон ячеек C18:D18, введите в строку формул = ЛИНЕЙН(B2:B13; C2:C13) 
и, удерживая клавиши Ctrl и Shift, нажмите Enter. После этого в ячейке B18 
появится значение параметра b, а в ячейке C1 — значение параметра а 
(см. рис. 1.2). Построенная модель парной линейной регрессии имеет вид:

РИС. 1.2
Оценка параметров модели линейной регрессии

57 96 1 76ŷ , , x .= +
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2.	 Рассчитайте в ячейке D2 с помощью команды 
= $C$18+$B$18*B2 теоретическое значение результативного признака 
для первого наблюдения по построенной линейной модели. Протяните 
или скопируйте ячейку D2 в диапазон D3:D13, тем самым рассчитав 
теоретические значения результативного признака по каждому 
наблюдению. 
Заполните столбец «Ошибки модели (y[i]-y_лин[i])». Для этого 
в ячейку E2 введите команду = C2-D2 и протяните или скопируйте 
ячейку E2 в диапазон E3:E13. 
Заполните также столбец «abs(y[i]-y_лин[i])/y[i]», для чего 
в ячейку F2 введите команду = ABS(C2-D2)/C2 и протяните или скопируйте 
ячейку F2 в диапазон F3:F13. 
Заполните теперь строку «Среднее значение» с помощью команды = СРЗНАЧ. 
Для этого в ячейку B14 введите команду = СРЗНАЧ(В2:В13), после чего 
протяните или скопируйте ячейку В14 в диапазон C14:E14. 
Заполните также строку «Дисперсия» с помощью команды = ДИСПР. 
Для этого введите в ячейку B15 команду = ДИСПР(В2:В13) и далее 
протяните или скопируйте ячейку B15 в диапазон ячеек C15:E15. Тогда 
в ячейке C15 будет дисперсия фактических значений результативного 
признака, в ячейке D15 — дисперсия теоретических значений признака 
(т. е. объясненная дисперсия), а в ячейке Е15 — остаточная дисперсия 
(см рис. 1.3).
Согласно правилу сложения дисперсий сумма объясненной и остаточной 
дисперсии равна общей дисперсии. В ячейке B19 проверьте это утверждение 
с помощью команды = D15+Е15. Значения в ячейках B19 и C15 должны 
совпасть и представляют собой общую дисперсию (см. рис. 1.4).

РИС. 1.3
Заполнение столбцов «Теоретические значения у по линейной модели (y_лин)», 

«Ошибки модели (y[i]-y_лин[i])» и «abs(y[i]-y_лин[i])/y[i]», а также строк 
«Среднее значение» и «Дисперсия»
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РИС. 1.4
Расчет коэффициентов детерминации и корреляции

3.	 Рассчитайте коэффициент детерминации как отношение объясненной 
дисперсии к общей. Для этого в ячейку B20 введите команду = D15/C15. 
Рассчитайте также парный линейный коэффициент корреляции с помощью 
функции MS Excel = KOPPEJI. Для этого в ячейку B21 введите команду 
= КОРРЕЛ(В2:В13;С2:С13).
Рассчитайте теперь коэффициент детерминации, возведя парный линейный 
коэффициент корреляции в квадрат. Для этого в ячейку B22 введите команду 
= B21^2. Убедитесь в том, что значения в ячейках B20 и B22 совпадают 
(см. рис. 1.4).

4.	 Получите по формуле (1.9) расчетное значение F-критерия Фишера 
Для этого в ячейку B23 введите команду = B20/(l-B20)*(n-2), где n — объем 
статистической совокупности (для рассматриваемого примера n = 12). 
Рассчитайте также критическое значение F-критерия, для чего в ячейку B24 
введите команду = FРАСПОБР(0,05; 1; n-2).
Рассчитайте по формуле (1.10) среднюю относительную ошибку 
аппроксимации для построенной линейной модели. Для этого в ячейку B25 
введите команду = F14*100 (см. рис. 1.5).

5.	 Постройте теперь в одной системе координат поле корреляции 
и теоретическую прямую. Для этого создайте сперва новый лист в MS Excel, 
щелкнув на значок + на вкладке с названиями листов. Далее на панели 
«Вставка» в разделе «Диаграммы» выберете тип диаграммы «Точечная». 
После этого на панели «Конструктор» выберете пункт «Выбрать данные» 
и нажмите «Добавить». В открывшемся окне «Изменение ряда» в полях 
«Значения X» и «Значения Y» укажите диапазоны ячеек, содержащих 
значения факторного и результативного признаков из исходных данных, 
а в поле «Имя ряда» введите «Поле корреляции» (см. рис. 1.6).
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РИС. 1.5
Расчет значений F-критерия Фишера и средней относительной ошибки аппроксимации 

для построенной линейной модели регрессии

РИС. 1.6
Диалоговое окно для построения поля корреляции

Нажмите дважды ОК. Полученное поле корреляции будет иметь 
приведенный рис. 1.7 вид.

РИС. 1.7
Поле корреляции
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Для построения теоретической прямой нажмите правой кнопкой мыши 
на область построения диаграммы и выберите пункт «Выбрать данные» 
в контекстном меню, после чего нажмите «Добавить». В открывшемся окне 
«Изменение ряда» укажите в соответствующих полях диапазоны ячеек, 
содержащих значения факторного признака и теоретические значения 
результативного признака в соответствии с рис. 1.8. В поле «Имя ряда» 
введите «Теоретическая прямая».

РИС. 1.8
Диалоговое окно для построения теоретической прямой

Для соединения точек теоретической прямой линией измените тип 
диаграммы на «Точечная с прямыми отрезками и маркерами».
В завершение выполнения задания добавьте названия осей и легенду 
диаграммы, воспользовавшись для этого вкладкой «Добавить элемент 
диаграммы» на панели «Конструктор» MS Excel. В название горизонтальной 
оси поместите содержание ячейки B1, а в название вертикальной оси — 
содержание ячейки C1.
Полученные в итоге поле корреляции и теоретическая прямая приведены 
на рис. 1.9.

РИС. 1.9
Поле корреляции и теоретическая прямая
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6.	 Сформулируйте выводы по результатам выполнения задания № 1.

Выводы:
В задании № 1 была построена модель парной линейной регрессии, описывающая 

зависимость годовой прибыли транспортно-экспедиторских предприятий от средней 
дальности перевозки 1 т груза. Модель была построена по статистической совокупности 
из 12-ти предприятий. Построенная модель имеет вид:		               . Параметры a и b 
модели были оценены методом наименьших квадратов с помощью встроенной функции 
МЅ Excel =ЛИНЕЙН.

При выполнении задания № 1 был проведен дисперсионный анализ: рассчитаны общая, 
объяснённая и остаточная дисперсии. Правило сложения дисперсий, согласно которому 
общая дисперсия равна сумме объяснённой и остаточной дисперсий, выполняется.

Коэффициент детерминации составил 0,96, т. е. построенная модель описывает вариа-
цию результативного признака на 96 %, оставшиеся 4 % вариации результативного признака 
не объясняются моделью. Коэффициент детерминации является высоким, что говорит 
о качестве и адекватности построенной модели.

Парный линейный коэффициент корреляции оказался равным 0,98, что говорит 
о крайне сильной корреляционной связи между годовой прибылью транспортно-экспе-
диторских предприятий и средней дальностью перевозки 1 т груза.

Построенное уравнение регрессии является значимым по критерию Фишера, поскольку 
расчетное значение F-критерия (240,54) больше его критического значения (4,96).

Средняя относительная ошибка аппроксимации линейной моделью составила 7,61 %.
При выполнении задания № 1 были использованы следующие встроенные функции 

MS Excel: = ЛИНЕЙН, = СРЗНАЧ, = ДИСПР, = KOPPEЛ, = FPACПOБP.

3.2  ЗАДАНИЕ № 2. ПОСТРОЕНИЕ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ 
МОДЕЛИ ПАРНОЙ РЕГРЕССИИ И СОПОСТАВЛЕНИЕ 
ЕЕ С ЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛЬЮ

Общие сведения

Уравнение парной гиперболической регрессии имеет следующий вид [5]:

где у — фактическое значение результативного признака;
a, b — параметры модели;
х — факторный признак;
ɛ — ошибка модели.

Данная модель применяется в тех случаях, когда увеличение объясняющей перемен-
ной х асимптотически (бесконечно) приближает результативную переменную у к неко-
торому пределу.

57 96 1 76ŷ , , x= +

(2.1)1y a b ,
x

ε= + +
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Для оценки параметров а и b модели гиперболической регрессии используют метод наи-
меньших квадратов. Для этого, пользуясь заменой z = 1/x, получают уравнение линейной 
регрессии                                в котором а и b можно оценить с помощью встроенной в MS Excel 
функции = ЛИНЕЙН(массив у; массив z).

Коэффициенты детерминации и корреляции для парной гиперболической регрессии 
рассчитываются по формулам (1.3) и (1.7) соответственно.

Чтобы оценить силу влияния фактора x на результат y определяют средний коэффи-
циент эластичности, который для модели парной гиперболической регрессии рассчиты-
вается по формуле [1]:

где      — средний коэффициент эластичности гиперболической модели, %;
a, b — параметры гиперболической регрессии;
    — среднее арифметическое значение признака х.

Величина      показывает, на сколько процентов в среднем изменится результат y от своей 
средней величины при изменении фактора x на 1 % от своего среднего значения.

Значимость уравнения парной гиперболической регрессии оценивается по критерию 
Фишера (F-критерию). Для этого расчетное значение F-критерия, получаемое по форму-
ле (1.9), сопоставляют с критическим значением F-критерия, которое можно оценить 
с помощью встроенной в МЅ Excel функции = FРАСПОБР(0,05; 1; n-2). Если расчетное 
значение F-критерия оказывается большим критического значения, то уравнение регрес-
сии признается значимым. Средняя относительная ошибка аппроксимации для модели 
парной гиперболической регрессии оценивается по формуле (1.10).

Цель задания: по исходным данным, представленным в Приложении Б, построить 
гиперболическую регрессионную модель, описывающую корреляционную связь между 
факторным и результативным признаками. Рассчитать коэффициенты детерминации 
и корреляции, а также средний коэффициент эластичности. Оценить значимость моде-
ли и среднюю относительную ошибку аппроксимации. Построить поле корреляции. 
Построить линейную модель средствами MS Excel и сопоставить ее с гиперболической 
моделью но коэффициенту детерминации. Сделать выводы по результатам выполне-
ния задания.

Исходные данные: см. Приложение Б.

Пример выполнения задания № 2

Исходные данные:
При исследовании зависимости объема продаж торговой фирмы (y, тыс. шт.) от цены 

единицы товара (x, руб.) были получены следующие данные для 12 фирм (i — № фирмы):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x 1450 1500 1600 1700 1850 1900 2000 1000 1200 1050 1250 1400

y 2250 2100 1700 1400 1000 900 750 5000 3600 4900 3800 2600

y a bz ,ε= + +

(2.2)bЭ .
ax b

=-
+

Э

x
Э
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Последовательность выполнения задания:
1.	 1. Введите исходные данные на лист МЅ Excel. Зарезервируйте столбцы 

«z = 1/x», «Теоретические значения у по гиперболической модели (y_гип)», 
«abs(y[i]-y_гип[i])/y[i]», а также строки «Среднее значение» и «Дисперсия» 
в соответствии с рис. 2.1. Кроме того, зарезервируйте ячейки B18 
и C18 для параметров модели, а ячейки B19:B24 — для оценок качества 
и адекватности модели.
Заполните столбец «z = 1/x». Для этого введите в ячейку D2 команду 
= 1/В2 и протяните или скопируйте ячейку D2 в диапазон D3:D13.

РИС. 2.1
Ввод исходных данных задания № 2

2.	 Рассчитайте параметры а и b модели гиперболической парной регрессии. 
Для этого выделите мышью диапазон B18:C18, введите в строку формул 
команду =ЛИНЕЙН(B2:B13; C2:C13), нажмите одновременно клавиши Ctrl 
и Shift, и, удерживая их, нажмите Enter. B ячейке B18 появится значение 
параметра b, а в ячейке C18 — значение параметра а. Таким образом, 
получена модель парной гиперболической регрессии
				             (см. рис. 2.2).

РИС. 2.2
Оценка параметров модели гиперболической регрессии

13901 51 9105548 24ŷ , ,
x

=- + ´
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3.	 Заполните столбец «Теоретические значения у по гиперболической модели 
(y_гип)». Для этого введите в ячейку Е2 команду 
= $C$18+$B$18/B2 и протяните или скопируйте ячейку Е2 в диапазон Е3:Е13. 
Заполните также столбец «abs(y[i]-y_гип[i])/y[i]», для чего введите 
в ячейку F2 команду = ABS(C2-E2)/C2 и протяните или скопируйте 
ячейку F2 в диапазон F3:F13. 
Заполните строку «Среднее значение» с помощью команды = СРЗНАЧ. 
Для этого введите в ячейку B14 команду = СРЗНАЧ(В2:В13) и протяните 
или скопируйте ячейку В14 в диапазон C14:F14. 
Заполните также строку «Дисперсия» с помощью команды = ДИСПР. 
Для этого в ячейку B15 введите команду = ДИСПР(В2:В13) и протяните 
или скопируйте ячейку B15 в диапазон C15:F15 (см. рис. 2.3).

РИС. 2.3
Заполнение столбцов «Теоретические значения у по гиперболической модели (y_гип)» 

и «abs(y[i]-y_гип[i])/y[i]», а также строк «Среднее значение» и «Дисперсия»

4.	 Рассчитайте коэффициент детерминации но построенной модели 
как отношение объясненной дисперсии к общей дисперсии результативного 
признака. Для этого в ячейку B19 введите команду = Е15/C15. Рассчитайте 
также коэффициент корреляции как корень квадратный из коэффициента 
детерминации, для чего в ячейку B25 введите команду = КОРЕНЬ(B19). 
Получите расчетное значение F-критерия Фишера, для чего в ячейку B21 
введите команду = B19/(l-B19)*(n-2), где n — объем статистической 
совокупности (для рассматриваемого примера n = 12). Рассчитайте также 
критическое значение F-критерия Фишера, для чего в ячейку B22 введите 
команду = FРАСПОБР(0,05; 1; n-2). 
Рассчитайте средний коэффициент эластичности для построенной модели 
парной гиперболической регрессии по формуле (2.2). Для этого в ячейку B23 
введите команду = (-B18)/(C18*B14+B18). 
Рассчитайте среднюю относительную ошибку аппроксимации в процентах, 
для чего в ячейку B24 введите команду = F14*100 (см. рис. 2.4).
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РИС. 2.4
Расчет значений F-критерия Фишера и средней относительной ошибки аппроксимации 

для построенной гиперболической модели регрессии

5.	 Постройте поле корреляции. Для этого создайте сперва новый лист 
в MS Excel, щелкнув на значок + на вкладке с названиями листов. Далее 
на панели «Вставка» в разделе «Диаграммы» выберете тип диаграммы 
«Точечная». После этого на панели «Конструктор» выберете пункт «Выбрать 
данные» и нажмите «Добавить». В открывшемся окне «Изменение ряда» 
введите в поле «Значения Х» диапазон В2:В13, а в поле «Значения Y» —
диапазон Е2:Е13. В поле «Имя ряда» введите «Поле корреляции».
Постройте гиперболическую модель, руководствуясь здесь правилами 
построения теоретической прямой на шаге 5 задания № 1 контрольной 
работы (точки гиперболической модели не соединяйте друг с другом).
Постройте теперь линейный тренд для поля корреляции. Для этого 
щелкните правой кнопкой мыши на точки в поле корреляции и выберете 
пункт «Добавить линию тренда» в контекстном меню. Далее на панели 
«Формат линии тренда» на вкладке «Параметры линии тренда» выберете 
«Линейная» и проставьте галочки напротив пунктов «показывать уравнение 
на диаграмме» и «поместить на диаграмму величину достоверности 
аппроксимации (R2)».
Добавьте в завершение выполнения задания названия осей и легенду 
диаграммы, воспользовавшись для этого вкладкой «Добавить элемент 
диаграммы» на панели «Конструктор» MS Excel. В название горизонтальной 
оси поместите содержание ячейки B1, а в название вертикальной оси — 
содержание ячейки C1.
Полученные в итоге поле корреляции, гиперболическая модель и линейный 
тренд приведены на рис. 2.5.
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РИС. 2.5
Поле корреляции, гиперболическая модель и линейный тренд

6.	 Сформулируйте выводы по результатам выполнения задания № 2.

Выводы:
В процессе выполнения задания № 2 для описания корреляционной связи между 

ценой единицы товара и объемом продаж торговой фирмы была построена модель парной 
гиперболической регрессии, параметры a и b которой были оценены методом наименьших 
квадратов. Построенная модель парной гиперболической регрессии имеет вид:

Коэффициент детерминации равен 0,99, что означает, что построенная модель на 99 % 
объясняет связь между ценой единицы товара и объемом продаж торговой фирмы. 
Коэффициент корреляции также оказался равен 0,99, что говорит о том, что корреляци-
онная связь между исследуемыми признаками является крайне сильной.

Построенное уравнение регрессии значимо по критерию Фишера, поскольку расчетное 
значение F-критерия (870,93) больше его критического значения (4,96).

Средний коэффициент эластичности для гиперболической модели составил — 2,77 %, 
что означает, что при увеличении цены единицы товара на 1 % объем продаж торговой 
фирмы снижается на 2,77 %.

Средняя относительная ошибка аппроксимации гиперболической моделью состави-
ла 4,55 %. Средствами MS Excel была построена также модель парной линейной регрессии

			   с коэффициентом детерминации 0,95. Данная модель на 95 % объ-
ясняет связь между ценой единицы товара и объемом продаж торговой фирмы. Таким 
образом, гиперболическая регрессия является лучшей по сравнению с линейной моделью 
для описания корреляционной связи между ценой единицы товара и объемом продаж 
торговой фирмы.

При выполнении задания № 2 были использованы следующие встроенные функции 
МЅ Excel: = ЛИНЕЙН, = СРЗНАЧ, = ДИСПР, = ABS, = КОРЕНЬ, = FРАСПОБР.

13901 51 9105548 24ŷ , , .
x

=- + ´

9120 8 4 4385ŷ , , x= -
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3.3  ЗАДАНИЕ № 3. ПОСТРОЕНИЕ СТЕПЕННОЙ, 
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЙ И ПОЛУЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ 
МОДЕЛЕЙ ПАРНОЙ РЕГРЕССИИ И ОЦЕНКА 
ИХ ЗНАЧИМОСТИ И КАЧЕСТВА

Общие сведения

Степенная модель парной линейной регрессии с мультипликативной ошибкой имеет 
вид [5]:

где у — фактическое значение результативного признака;
a, b — параметры модели;
х — факторный признак;
ɛ — мультипликативная ошибка модели.

Чтобы определить параметры степенной модели (3.1) ее приводят к линейному виду 
(линеаризуют). Для этого обе части выражения (3.1) логарифмируют, получая следую-
щее соотношения: lny = lna + blnx + lnɛ. Тогда, выполнив замены Y = lny, A = lna, X = lnx 
и E = lnɛ, приходят к линейной модели Y = A+ bX + E, параметры А и b которой можно 
определить с помощью встроенной в MS Excel функции = ЛИНЕЙН, задавая в качестве 
объясняющей переменной X = lnx , а в качестве объясняемой переменной Y = lny.

После применения команды = ЛИНЕЙН(массив Y; массив X) в первую из двух выделен-
ных ячеек заносится значение параметра b, а во вторую — значение параметра A. Параметр 
a отыскивается из выражения A = lna. Для этого может быть использована команда 
= ЕХР(А) в MS Excel.

Коэффициент эластичности для степенной модели равен ее параметру b. Таким обра-
зом, средний коэффициент эластичности является постоянной величиной и не зависит 
от средних значений х и у, что очень удобно для экономической интерпретации модели. 

Экспоненциальная модель парной регрессии с мультипликативной ошибкой имеет 
вид [5]:

где у — фактическое значение результативного признака;
a, b — параметры модели;
е — основание натурального логарифма;
х — факторный признак;
ɛ — мультипликативная ошибка модели.

Для определения параметров экспоненциальной функции (3.2) ее линеаризуют. С этой 
целью логарифмируют обе части выражения (3.2), получая следующее соотношение: 
lny = lna + blnx + lnɛ. Тогда после замен Y = lny, A = lna, X = lnx и E = lnɛ приходят 
к линейной модели Y = A+ bX + E параметры А и b которой могут быть определены 
с помощью команды = ЛИНЕЙН в MS Ехсеl, где в качестве объясняемой переменной 

by ax ,ε= (3.1)

(3.2)bxy ae ,ε=
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задаются рассчитанные значения Y = lny, а в качестве объясняющей переменной — 
исходные значения х.

После применения команды = ЛИНЕЙН(массив Y; массив x) в первую из двух выделен-
ных ячеек заносится значение параметра b, а во вторую — значение параметра A. Далее 
параметр a определяется из выражения A = lna. Для этого может быть использована 
команда = ЕХР(А) в MS Excel.

Средний коэффициент эластичности для экспоненциальной модели определяется 
следующим образом [1]:

где      — средний коэффициент эластичности экспоненциальной модели, %;
b — параметр модели;
    — среднее арифметическое значение признака х.

Экспоненциальная модель применяется при моделировании экономических показате-
лей, значения которых монотонно возрастают (с примерно одинаковыми темпами роста 
результативного признака) под действием абсолютного изменения факторного признака.

Следует отметить, что именно мультипликативная ошибка в моделях степенной и экс-
поненциальной регрессии позволяет приводить их к линейному виду путем логариф-
мирования и оценивать параметры методом наименьших квадратов. Если же степенная 
и экспоненциальная модели содержат аддитивную ошибку, то в таком случае взятие 
логарифмов не приведет к линейной модели и для определения параметров моделей 
необходимо будет использовать нелинейный метод наименьших квадратов.

Полулогарифмическая модель парной регрессии имеет вид [5]:

где у — фактическое значение результативного признака;
а, b — параметры модели;
х — факторный признак;
ɛ — аддитивная ошибка модели.

Полулогарифмическая модель (она также называется линейно-логарифмической) 
легко линеаризуется с помощью замены X = lnx. B результате замены получается линей-
ная модель y = a + bX + ɛ, параметры которой можно определить с помощью встроенной 
в MS Excel функции = ЛИНЕЙН(массив у; массив Х). 

Средний коэффициент эластичности для полулогарифмической модели вида (3.4) 
определяется следующим образом [1]:

где      — средний коэффициент эластичности полулогарифмической модели, %;
b — параметр модели;
    — среднее арифметическое значение признака у.

(3.3)

ε

Э bx ,=

Э

x

(3.4)y a bln x ,ε= + +

ε

bЭ ,
y

= (3.5)

Э

y
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В полулогарифмической модели при увеличении х на 1 % значение y увеличивается 
приблизительно на 0,01b единиц измерения у, что очень удобно для экономической 
интерпретации результатов моделирования по данной модели. Полулогарифмическую 
модель часто используют для описания влияния относительного изменения факторного 
признака на абсолютное изменение результативного признака.

Значимость рассмотренных нелинейных моделей парной регрессии с двумя оценивае-
мыми параметрами a и b проверяется с помощью критерия Фишера (F-критерия). Для этого 
рассчитываемое по формуле (1.9) значения F-критерия сопоставляют с критическим 
значением F-критерия, которое можно определить с помощью встроенной в МЅ Excel 
функции = FPACПOБP(0,05; 1; n-2), где n — объем статистической совокупности. Если 
расчетное значение F-критерия оказывается большим критического значения, то урав-
нение регрессии признается значимым.

Средняя относительная ошибка аппроксимации для нелинейных моделей парной 
регрессии оценивается по формуле (1.10).

Цель задания: по исходным данным, представленным в Приложении Б, построить 
степенную, экспоненциальную и полулогарифмическую регрессионные модели, опи-
сывающие корреляционную связь между факторным и результативным признаками. 
Рассчитать для каждой нелинейной модели коэффициенты детерминации и корреля-
ции, а также средний коэффициент эластичности. Оценить значимость моделей и сред-
нюю относительную ошибку аппроксимации. Построить в одной системе координат 
поле корреляции, а также степенной, экспоненциальный и логарифмический тренды. 
Сопоставить полученные нелинейные модели и выбрать наилучшую из них. Сделать 
выводы по результатам выполнения задания.

Исходные данные: см. Приложении Б.
Пример выполнения задания № 3

Исходные данные:
Для 11 регионов РФ (i — № региона) имеются данные о годовом тираже рекламной 

газеты «Рекламный вестник» (y, тыс. экз.) и стоимости размещения в ней рекламы стан-
дартного размера (x, тыс. руб.):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

x 1,6 1,2 2 2,6 2,3 0,8 1,7 1,3 1,5 0,9 2,1

y 250 140 400 775 600 90 300 175 225 85 350

Последовательность выполнения задания:
1.	 Введите на лист MS Excel исходные данные. Зарезервируйте столбцы 

«ln(x)» и «ln(у)», «Теоретические значения у по степенной модели (y_ст)», 
«abs(y[i]-y_ст[i])/y[i]» и «ln(у_ст)». Кроме того, зарезервируйте ячейки B17:D17 
для параметров степенной модели, а ячейки B17:B23 — для вывода в них 
величин, используемых для оценки значимости и каччества степенной 
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модели. Зарезервируйте также строки «Среднее значение» и «Дисперсия» 
(см. рис. 3.1).

РИС. 3.1
Ввод исходных данных задания № 3

2.	 Заполните столбцы «ln(x)» и «ln(у)» с помощью функции = LN. 
Для этого введите в ячейку D2 команду = LN(B2), после чего протяните 
или скопируйте ячейку D2 в диапазон D3:D12. B ячейку E2 введите команду 
= LN(C2) и затем протяните или скопируйте ячейку E2 в диапазон E3:E12 
(см. рис. 3.2).

РИС. 3.2
Заполнение столбцов «ln(x)» и «ln(у)»

3.	 Рассчитайте параметры а и b модели степенной регрессии. Для этого 
выделите мышью диапазон B17:C17, введите в строку формул команду 
= ЛИНЕЙН(E2:E12;D2:D12), нажмите одновременно клавиши Ctrl и Shift 
и, удерживая их, нажмите Еnter. Тогда в ячейку B17 будет занесено значение 
параметра b, а в ячейку C17 — значение параметра A = lna. В ячейку D17 
введите команду = ЕХР(C17), рассчитав тем самым параметр а. Таким 
образом, получена модель степенной регрессии                              (см. рис. 3.3).1 86110 43 ,y , x ε=
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РИС. 3.3
Оценка параметров модели степенной регрессии

4.	 Заполните столбцы «Теоретические значения у по степенной модели (y_ст)», 
«abs(y[i]-y_ст[i])/y[i]» и «ln(у_ст)». Для заполнения столбца «Теоретические 
значения у по степенной модели (y_ст)» в ячейку F2 введите команду 
= $D$17*B2^$B$17 и протяните или скопируйте ячейку F2 в диапазон 
F3:F12. Чтобы заполнить столбец «abs(y[i]-y_ст[i])/y[i]» в ячейку 
G2 введите команду = АВЅ(C2-F2)/C2 и далее протяните или скопируйте 
ячейку G2 в диапазон G3:G12. Чтобы заполнить столбец «ln(у_ст)», 
в ячейку H2 введите команду = LN(F2) и после этого протяните 
или скопируйте ячейку H2 в диапазон H3:H12.
Заполните также строки «Среднее значение» и «Дисперсия» с помощью 
команд MS Excel = СРЗНАЧ и = ДИСПР. Для заполнения строки «Среднее 
значение» в ячейку B13 введите команду =СРЗНАЧ(В2:В12) и протяните 
или скопируйте ячейку В13 в диапазон C13:H13. Чтобы заполнить строку 
«Дисперсия» в ячейку B14 введите команду = ДИСПР(В2:В12) и протяните 
или скопируйте ячейку B14 в диапазон C14:H14 (см. рис. 3.4).

РИС. 3.4
Заполнение столбцов «Теоретические значения у по степенной модели (y_ст)», 

«abs(y[i]-y_ст[i])/y[i]» и «ln(у_ст)»
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5.	 Коэффициент детерминации для степенной модели рассчитайте 
как отношение дисперсии логарифмов теоретических значений 
результативного признака к дисперсии логарифмов фактических значений 
результативного признака. Для этого в ячейку B18 введите команду 
= H14/E14. Рассчитайте также коэффициент корреляции как корень 
квадратный из коэффициента детерминации, для чего в ячейку B19 введите 
команду = КОРЕНЬ(В18). 
Получите для степенной модели расчетное значение F-критерия Фишера, 
для чего в ячейку B20 введите команду = B18/(l-B18)*(n-2), где n — объем 
статистической совокупности (для рассматриваемого примера n = 11). 
Рассчитайте критическое значение F-критерия Фишера, для чего в ячейку B21 
введите команду = FРАСПОБР(0,05; 1; n-2). 
Поскольку для степенной модели средний коэффициент эластичности равен 
параметру b, в ячейку В22 введите команду = B17.
Рассчитайте среднюю относительную ошибку аппроксимации степенной 
моделью, для чего в ячейку B23 введите команду = G13*100 (см. рис. 3.5).

РИС. 3.5
Расчет значений F-критерия Фишера и средней относительной ошибки аппроксимации 

для построенной степенной модели регрессии

6.	 Зарезервируйте теперь столбцы «Теоретические значения 
у по экспоненциальной модели (y_эксп)», «abs(y[i]-y_эксп[i])/y[i]» 
и «ln(y_эксп)». Зарезервируйте также ячейки B26:D26 для параметров 
экспоненциальной модели, а ячейки B26:B32 — для вывода в них величин, 
используемых для оценки значимости и качества экспоненциальной 
модели (см. рис. 3.6).
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РИС. 3.6
Резервирование дополнительных столбцов для экспоненциальной модели регрессии

7.	 Рассчитайте параметры а и b экспоненциальной модели регрессии. 
Для этого выделите мышью диапазон B26:C26, введите в строку формул 
команду = ЛИНЕЙН(E2:E12;B2:B12), нажмите одновременно клавиши Ctrl 
и Shift и, удерживая их, нажмите Еnter. Тогда в ячейку B26 будет занесено 
значение параметра b, а в ячейку C26 — значение параметра A = lna. B 
ячейку D26 введите команду = EXP(C26), рассчитав тем самым параметр a. 
Таким образом, построена экспоненциальная модель регрессии  
			         (см. рис. 3.7).

РИС. 3.7
Оценка параметров экспоненциальной модели регрессии

8.	 Заполните теперь столбцы «Теоретические значения у по экспоненциальной 
модели (y_эксп)», «abs(y[i]-y_эксп[i])/y[i]» и «ln(у_эксп)». Для этого в ячейку 
I2 введите команду = EXP($D$14*E2)*$E$16 и протяните или скопируйте 
ячейку I2 в диапазон I3:I12. B ячейку J2 введите команду 
=ABS(C2-I2)/C2 и протяните или скопируйте ячейку J2 в диапазон J3:J12. 
B ячейку K2 введите команду = LN(I2) и протяните или скопируйте 

1 2332 89 , xy , e ε=
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ячейку K2 в диапазон K3:K12. Протяните также ячейку H13 в диапазон 
I13:K13, а ячейку H14 — в диапазон I14:K14 (см. рис. 3.8).

РИС. 3.8
Заполнение столбцов «Теоретические значения у по экспоненциальной модели (y_эксп)», 

«abs(y[i]-y_эксп[i])/y[i]» и «ln(у_эксп)»

9.	 Коэффициент детерминации для экспоненциальной модели рассчитайте 
как отношение дисперсии логарифмов теоретических значений 
результативного признака к дисперсии логарифмов фактических значений 
результативного признака. Для этого в ячейку B18 введите команду 
= K14/E14. Коэффициент корреляции рассчитайте как корень квадратный 
из коэффициента детерминации, для чего в ячейку B28 введите команду 
= КОРЕНЬ(В27). 
Получите для экспоненциальной модели расчетное значение F-критерия 
Фишера, для чего в ячейку B29 введите команду = B27/(l-B27)*(n-2), 
где n — объем статистической совокупности (для рассматриваемого примера 
n = 11). Рассчитайте также критическое значение F-критерия Фишера, 
для чего в ячейку B30 введите команду = FРАСПОБР(0,05; 1; n-2). 
Кроме того, введите в ячейку B31 команду = B26*B13, рассчитав 
по формуле (3.3) средний коэффициент эластичности для экспоненциальной 
модели, а в ячейку B32 — команду = J13*100, определив среднюю 
относительную ошибку аппроксимации экспоненциальной моделью 
(см. рис. 3.9).

10.	 Зарезервируйте теперь столбцы «Теоретические значения у 
полулогарифмической модели (y_полулог)» и «abs(y[i]-y_ полулог[i]) y[i]». 
Зарезервируйте также ячейки B35:D35 для параметров 
полулогарифмической модели, а ячейки B36:B41 — для величин, 
задействованных для оценки значимости и качества полулогарифмической 
модели (см. рис. 3.10).
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РИС. 3.9
Расчет значений F-критерия Фишера и средней относительной ошибки аппроксимации 

для построенной экспоненциальной модели регрессии»

РИС. 3.10
Резервирование дополнительных столбцов для полулогарифмической модели регрессии

11.	 Рассчитайте параметры a и b полулогарифмической модели регрессии. 
Для этого выделите мышью диапазон B35:C35, введите в строку формул 
команду = ЛИНЕЙН(E2:E12;D2:D12), нажмите одновременно клавиши Ctrl 
и Shift и, удерживая их, нажмите Enter. Тогда в первую из двух выделенных 
ячеек будет занесено значение параметра b, а во вторую — значение 
параметра a. Таким образом, получена полулогарифмическая модель 
				                 (см. рис. 3.11).

12.	 Заполните теперь столбцы «Теоретические значения у 
по полулогарифмической модели (y_полулог)» и «abs(y[i]-y_полулог[i])/y[i]». 
Для этого выполните следующие действия. В ячейку L2 введите команду 
= $B$35+$C$35*D2 и протяните или скопируйте ячейку L2 в диапазон 
L3:L12. В ячейку M2 введите команду = АВЅ(C2-L2)/C2, поле чего протяните 
или скопируйте ячейку M2 в диапазон M3:M12. Протяните также ячейку K13 
в диапазон L13:M13, а ячейку K14 — в диапазон L14:M14 (см. рис. 3.12).

87 92 510 53y , , ln x ε= + +
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РИС. 3.11
Оценка параметров полулогарифмической модели регрессии

РИС. 3.12
Заполнение столбцов «Теоретические значения у по полулогарифмической модели 

(y_полулог)» и «abs(y[i]-y_полулог[i])/y[i]»

13.	 Коэффициент детерминации для полулогарифмической модели 
рассчитайте как отношение объясненной дисперсии к общей дисперсии 
результативного признака, введя в ячейку B36 команду =L14/C14. 
Коэффициент корреляции рассчитайте как корень квадратный 
из коэффициента детерминации, введя в ячейку B37 введите команду 
= КОРЕНЬ(B36).
Получите для полулогарифмической модели расчетное значение F-критерия 
Фишера, введя в ячейку B38 введите команду =B36/(l-B36)*(n-2), где n — 
объем статистической совокупности (для рассматриваемого примера n = 11). 
Рассчитайте также критическое значение F-критерия Фишера, для чего 
в ячейку B39 введите команду = FРАСПОБР(0,05; 1; n-2). 
Кроме того, введите в ячейку B40 команду = B35/C13, рассчитав 
по формуле (3.5) средний коэффициент эластичности 
для полулогарифмической модели, а в ячейку B41 — команду 
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= M13*100, определив среднюю относительную ошибку аппроксимации 
полулогарифмической моделью (см. рис. 3.13).

РИС. 3.13
Расчет значений F-критерия Фишера и средней относительной ошибки аппроксимации 

для построенной полулогарифмической модели регрессии

14.	 Постройте поле корреляции по данным о стоимости размещения 
рекламы стандартного размера (x, диапазон B2:B12) и годовом тираже 
рекламной газеты «Рекламный вестник» (y, диапазон C2:C12). Для этого 
создайте сперва новый лист в MS Excel, щелкнув на значок + на вкладке 
с названиями листов. Далее на панели «Вставка» в разделе «Диаграммы» 
выберете тип диаграммы «Точечная». После этого на панели «Конструктор» 
выберете пункт «Выбрать данные» и нажмите «Добавить». В открывшемся 
окне «Изменение ряда» введите в поле «Значения Х» диапазон В2:В12, 
а в поле «Значения Y» – диапазон C2:C12. В поле «Имя ряда» введите «Поле 
корреляции».
Добавьте теперь на график степенную, экспоненциальную 
и логарифмическую линии тренда с выводом уравнения и величины 
достоверности аппроксимации. Чтобы добавить степенную линию тренда, 
щелкните правой кнопкой мыши на точки в поле корреляции и выберете 
пункт «Добавить линию тренда» контекстного меню. Далее на панели 
«Формат линии тренда» на вкладке «Параметры линии тренда» выберете 
«Степенная» и проставьте галочки напротив пунктов «показывать уравнение 
на диаграмме» и «поместить на диаграмму величину достоверности 
аппроксимации (R2)». Измените цвет линии тренда на красный, перейдя 
для этого на вкладку «Заливка и границы» и задав там красный цвет 
для линии тренда. Для добавления экспоненциальной и логарифмической 
линий тренда выполните те же действия, что были выполнены 
при добавлении линии степенного тренда. При этом для экспоненциальной 
линии тренда задайте зеленый цвет, а для полулогарифмической — черный. 
Кроме того, для каждой из трех выведенных линий тренда измените цвет 
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текста, который был использован для вывода уравнения и величины 
достоверности аппроксимации на тот, что был задан для линии тренда. 
Это позволит установить визуальное соответствие между линиями тренда 
и их уравнениями. 
Убедись теперь в том, что каждая из трех построенных средствами MS Excel 
линий тренда описывается тем же уравнением, что было получено 
в ходе выполненных в MS Excel расчетов (если это не так, то необходимо 
проверить расчеты).
Добавьте в завершение выполнения задания названия осей и легенду 
диаграммы, воспользовавшись для этого вкладкой «Добавить элемент 
диаграммы» на панели «Конструктор» MS Excel. В название горизонтальной 
оси поместите содержание ячейки B1, а в название вертикальной оси — 
содержание ячейки C1.
Полученные в итоге поле корреляции, а также степенной, экспоненциальный 
и логарифмический тренды приведены на рис. 3.14.

РИС. 3.14
Поле корреляции, а также степенной, экспоненциальный и логарифмический тренды

15.	 Сформулируйте выводы по результатам выполнения задания № 3.

Выводы:
В процессе выполнения задания № 3 для описания корреляционной связи между 

стоимостью размещения рекламы стандартного размера и годовым тиражом реклам-
ной газеты «Рекламный вестник» были построены следующие три нелинейных модели 
регрессии: степенная вида               , экспоненциальная вида 	     и полулогарифми-
ческая вида  			   . Построенные модели были проверены на статистическую 
значимость и качество с помощью расчета коэффициентов детерминации и корреляции, 
критерия Фишера, а также среднего коэффициента эластичности и средней относительной 
ошибки аппроксимации. Чтобы сопоставить полученные нелинейные модели и выбрать 
наилучшую рассчитанные для моделей характеристики сведены в таблицу 3.1. 

by ax ε= bxy ae ,ε=
y a bln x ε= + +
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Как следует из таблицы 3.1, все три продемонстрированные здесь нелинейные моде-
ли являются значимыми по критерию Фишера, поскольку для них расчетное значение 
F-критерия больше его критического значения, равного 5,12. 

ТАБЛИЦА 3.1
Характеристики построенных нелинейных моделей регрессии

Характеристика

Нелинейная модель

Степенная 
(y = 110,43 x 1,86 ε)

Экспоненциальная 
(y = 32,89 e 1,23x ε)

Полулогарифмическая 
(y = 87,92 + 510,53lnx + ε)

R2 0,97 0,98 0,79

R 0,98 0,99 0,89

Расчетное значение 
F-критерия 267,01 402,33 34,36

Средний коэффициент 
эластичности ( )Э , % 1,86 2,02 1,66

Средняя 
относительная ошибка 
аппроксимации 

( )

( )A , %
9,62 8,41 37,33

Стоит отметить и то, что из трех приведенных в таблице 3.1 нелинейных моделей только 
степенную и экспоненциальную модели можно признать удовлетворительными, посколь-
ку для них 	              Для полулогарифмической модели			    что означает, 
что данную модель нельзя считать удовлетворительной.

Из таблицы 3.1 видно также, что наилучшей аппроксимационной моделью является 
экспоненциальная, для которой коэффициенты детерминации и корреляции принима-
ют наибольшие значения (0,98 и 0,99 соответственно), а средняя относительная ошибка 
аппроксимации является наименьшей (8,41 %). Средний коэффициент эластичности 
для экспоненциальной модели составил 2,02 %, что означает, что при увеличении стоимо-
сти размещения рекламы стандартного размера на 1 % годовой тираж рекламной газеты 
«Рекламный вестник» увеличивается на 2,02 %.

При выполнении задания № 3 были использованы следующие встроенные функции 
МЅ Excel: = LN, = ЕХР, = ЛИНЕЙН, = СРЗНАЧ, = ДИСПР, = ABS, = КОРЕНЬ, = FPACПOБP.

10A %.£ 37 33 10A , % %,= >
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ПРИЛОЖЕНИЕ А

Критические точки распределения Фишера (уровень значимости 0,05) 
k1 — число степеней свободы большей дисперсии, 
k2 — число степеней свободы меньшей дисперсии

k1   k2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 161,456 199,499 215,707 224,583 230,16 233,988 236,767 238,884 240,543 241,882

2 18,513 19 19,164 19,247 19,296 19,329 19,353 19,371 19,385 19,396

3 10,128 9,552 9,277 9,117 9,013 8,941 8,887 8,845 8,812 8,785

4 7,709 6,944 6,591 6,388 6,256 6,163 6,094 6,041 5,999 5,964

5 6,608 5,786 5,409 5,192 5,05 4,95 4,876 4,818 4,772 4,735

6 5,987 5,143 4,757 4,534 4,387 4,284 4,207 4,147 4,099 4,06

7 5,591 4,737 4,347 4,12 3,972 3,866 3,787 3,726 3,677 3,637

8 5,318 4,459 4,066 3,838 3,688 3,581 3,5 3,438 3,388 3,347

9 5,117 4,256 3,863 3,633 3,482 3,374 3,293 3,23 3,179 3,137

10 4,965 4,103 3,708 3,478 3,326 3,217 3,135 3,072 3,02 2,978

11 4,844 3,982 3,587 3,357 3,204 3,095 3,012 2,948 2,896 2,854

12 4,747 3,885 3,49 3,259 3,106 2,996 2,913 2,849 2,796 2,753

13 4,667 3,806 3,411 3,179 3,025 2,915 2,832 2,767 2,714 2,671

14 4,6 3,739 3,344 3,112 2,958 2,848 2,764 2,699 2,646 2,602

15 4,543 3,682 3,287 3,056 2,901 2,79 2,707 2,641 2,588 2,544

16 4,494 3,634 3,239 3,007 2,852 2,741 2,657 2,591 2,538 2,494

17 4,451 3,592 3,197 2,965 2,81 2,699 2,614 2,548 2,494 2,45

18 4,414 3,555 3,16 2,928 2,773 2,661 2,577 2,51 2,456 2,412

19 4,381 3,522 3,127 2,895 2,74 2,628 2,544 2,477 2,423 2,378

20 4,351 3,493 3,098 2,866 2,711 2,599 2,514 2,447 2,393 2,348

21 4,325 3,467 3,072 2,84 2,685 2,573 2,488 2,42 2,366 2,321

22 4,301 3,443 3,049 2,817 2,661 2,549 2,464 2,397 2,342 2,297

23 4,279 3,422 3,028 2,796 2,64 2,528 2,442 2,375 2,32 2,275

24 4,26 3,403 3,009 2,776 2,621 2,508 2,423 2,355 2,3 2,255

25 4,242 3,385 2,991 2,759 2,603 2,49 2,405 2,337 2,282 2,236

26 4,225 3,369 2,975 2,743 2,587 2,474 2,388 2,321 2,265 2,22

27 4,21 3,354 2,96 2,728 2,572 2,459 2,373 2,305 2,25 2,204
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k1   k2 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

28 4,196 3,34 2,947 2,714 2,558 2,445 2,359 2,291 2,236 2,19

29 4,183 3,328 2,934 2,701 2,545 2,432 2,346 2,278 2,223 2,177

30 4,171 3,316 2,922 2,69 2,534 2,421 2,334 2,266 2,211 2,165

31 4,16 3,305 2,911 2,679 2,523 2,409 2,323 2,255 2,199 2,153

32 4,149 3,295 2,901 2,668 2,512 2,399 2,313 2,244 2,189 2,142

33 4,139 3,285 2,892 2,659 2,503 2,389 2,303 2,235 2,179 2,133

34 4,130 3,276 2,883 2,650 2,494 2,380 2,294 2,225 2,170 2,123

35 4,121 3,267 2,874 2,641 2,485 2,372 2,285 2,217 2,161 2,114

36 4,113 3,259 2,866 2,634 2,477 2,364 2,277 2,209 2,153 2,106

37 4,105 3,252 2,859 2,626 2,470 2,356 2,270 2,201 2,145 2,098

38 4,098 3,245 2,852 2,619 2,463 2,349 2,262 2,194 2,138 2,091

39 4,091 3,238 2,845 2,612 2,456 2,342 2,255 2,187 2,131 2,084

40 4,085 3,232 2,839 2,606 2,449 2,336 2,249 2,180 2,124 2,077

45 4,057 3,204 2,812 2,579 2,422 2,308 2,221 2,152 2,096 2,049

50 4,034 3,183 2,790 2,557 2,400 2,286 2,199 2,130 2,073 2,026

55 4,016 3,165 2,773 2,540 2,383 2,269 2,181 2,112 2,055 2,008

60 4,001 3,150 2,758 2,525 2,368 2,254 2,167 2,097 2,040 1,993

65 3,989 3,138 2,746 2,513 2,356 2,242 2,154 2,084 2,027 1,980

70 3,978 3,128 2,736 2,503 2,346 2,231 2,143 2,074 2,017 1,969

80 3,960 3,111 2,719 2,486 2,329 2,214 2,126 2,056 1,999 1,951

90 3,947 3,098 2,706 2,473 2,316 2,201 2,113 2,043 1,986 1,938

100 3,936 3,087 2,696 2,463 2,305 2,191 2,103 2,032 1,975 1,927

110 3,927 3,079 2,687 2,454 2,297 2,182 2,094 2,024 1,966 1,918

120 3,920 3,072 2,680 2,447 2,290 2,175 2,087 2,016 1,959 1,910
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ПРИЛОЖЕНИЕ Б

Исходные данные к заданиям № 1–№ 3

Вариант № 1
Для 12 предприятий (i — № предприятия) региона собраны данные о среднегодовой цене 
единицы продукции (x, тыс. руб.) и годовой валовой прибыли предприятия (y, млн. руб.):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x 3,4 3,1 3,7 3,4 3,6 3,4 3,9 3,3 3,6 3,2 3,3 4,1

y 59,2 59,6 60,8 59,4 60,4 59,2 61,0 59,3 60,3 60,2 59,0 61,4

Вариант № 2
Для 10 регионов РФ (i — № региона) известны данные за год по среднедневной заработной 
плате (y, руб.) и среднедушевому прожиточному минимуму в день одного трудоспособного 
(x, руб.):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 95 106 124 110 90 97 64 130 91 100

y 161 152 191 177 160 174 145 190 161 160

Вариант № 3
Имеются данные по 12 домашним хозяйствам (i — № домашнего хозяйства) о среднедуше-
вом доходе семьи (x, тыс. руб.) и годовом потреблении мяса (y, кг) в одном из регионов РФ:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x 70,4 35,2 80,2 40,8 55,2 64,1 65,8 78,2 41,3 51,5 59,5 65,7

y 77,5 29,7 85,4 31,8 60,7 72,2 73,4 79,8 41,4 50,8 62,3 75,1

Вариант № 4
Компания, имеющая 12 региональных представительств (i — № представительства), 
продает кухонные принадлежности, рассылая каталоги по почте. Имеются данные о коли-
чество рассылок (x, тыс. адресов) и объеме выручки региональных представительств 
компании (y, млн. руб.):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x 64 54 68 42 58 79 104 111 124 90 45 92

y 27 20 19 17 21 25 30 32 34 30 18 28
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Вариант № 5
Имеются данные о количестве копий (x, тыс. шт.), сделанных копировальными маши-
нами различных марок в 12 издательских центрах города (i — № издательского центра), 
и стоимости технического обслуживания копировальных машин (y, тыс. руб.):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x 16 20 25 27 28 31 33 40 41 43 44 45

y 1,4 1,6 1,7 1,75 1,85 2,4 2,4 3,1 3,3 3,5 3,5 4,1

Вариант № 6
Имеются данные о еженедельной цене программы повышения квалификации (y, тыс. руб.) 
и числе слушателей (x, чел.) в 12 образовательных учреждениях города (i — № образова-
тельного учреждения):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x 5 10 12 15 20 22 25 30 35 36 40 50

y 8,0 5,0 4,9 4,0 3,8 3,5 3,8 3,7 3,6 3,5 3,4 3,0

Вариант № 7
Для 10 регионов РФ (i — № региона) известны данные за год по среднедневной заработной 
плате (y, руб.) и среднедушевому прожиточному минимуму в день одного трудоспособного 
(x, руб.):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 84 90 114 111 150 73 142 131 98 122

y 102 125 153 150 173 78 158 154 128 155

Вариант № 8
По 11 фермерским хозяйствам области (i — № фермерского хозяйства) имеются данные 
об урожайности зерновых (y, ц/га) и количестве внесенных удобрений на 1 га посевов (x, кг):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

x 10 19 24 20 23 18 9 19 15 17 11

y 28 37 40 47 45 30 25 23 37 33 27
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Вариант № 9
При исследовании зависимости сбережений семьи (y, тыс. руб.) от среднедушевого дохо-
да семьи (x, тыс. руб.) были получены следующие данные для 10 домашних хозяйств 
(i — № домашнего хозяйства):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 58 82 54 45 40 98 125 151 75 70

y 9 14 10 4 5 15 17 20 14 16

Вариант № 10
Для 10 жилых комплексов (i — № жилого комплекса) имеются данные о цене квартиры 
(y, млн. руб.) и размере общей площади квартиры (x, кв. м):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 200 89 127 130 195 112 130 75 74 48

y 89 44 76 69 130 83 65 37 33 22

Вариант № 11
Имеются данные по 10 хозяйствам (i — №хозяйства) по урожайности (y, ц/га) и количеству 
внесенных удобрений (x, кг/га):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 2,1 3,6 3,5 5,0 6,5 4,2 6,3 4,0 6,0 7,5

y 15 18 17 22 25 20 24 19 23 27

Вариант № 12
Для 10 регионов РФ (i — № региона) известны данные за год по среднедневной заработной 
плате (y, руб.) и среднедушевому прожиточному минимуму в день одного трудоспособного 
(x, руб.):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 97 95 117 102 97 120 100 115 95 108

y 117 110 125 115 118 128 127 123 105 114
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Вариант № 13
Имеются данные о затратах на поддержание здоровья персонала в 2022 году (x, тыс. руб. чел.) 
и темпах роста заболеваемости в 2023 году (y, %), собранные по 10 предприятиям (i — № пред
приятия) региона:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 8,1 4,5 5,8 8,9 7,1 9,6 6,5 7,2 10,2 4,2

y 90 125 120 85 100 70 100 95 55 125

Вариант № 14
При исследовании зависимости ожидаемой продолжительности жизни при рождении 
(y, лет) от уровня заболеваемости детей в возрасте 0–14 лет на 1000 человек (x) были 
получены следующие данные для 12 регионов РФ (i — № региона): 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x 1108 1164 438 618 1312 843 1233 1173 1415 1608 1703 1529

y 67 69 75 68 66 70 67 67 65 66 66 65

Вариант № 15 
Имеются данные о цене однокомнатной квартиры (x, млн. руб.) и величине ее общей пло-
щади (y, кв. м) для 10 жилых комплексов одного района города (i — № жилого комплекса):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 35 35 33 34 38 40 40 39 37 36

y 29 31 35 35 45 46 45 44 38 37

Вариант № 16 
По 10 однородным предприятиям (i — №предприятия) региона имеются данные о коли-
честве рабочих с профессиональной подготовкой (x, %) и количестве бракованной про-
дукции (y, %):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 39,5 50,7 40,2 65,4 48,5 58,5 70,4 54,8 85,2 57,4

y 17,2 9,4 18,4 6,8 11,3 10,7 5,8 9,2 3,7 8,5
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Вариант № 17
Для 10 регионов Центрального федерального округа (i — № региона) собраны данные 
о количестве складов в системе распределения региона (x, тыс. шт.) и суммарных логи-
стических затратах региона (y, млрд. руб.):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 89 86 111 100 92 117 94 10 91 101

y 121 110 133 124 127 141 132 133 115 121

Вариант № 18
Имеются данные о темпах роста ВВП (y, %) и индексе промышленного производства (x, %) 
для 11 стран мира (i — № страны):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

x 117 111 100 105 107 104 97 107 134 108 95

y 103 110 85 90 100 88 84 105 145 120 80

Вариант № 19
При изучении зависимости между себестоимостью одной тонны-мили (x, руб.) и чистой 
прибылью судоходной компании (y, млрд. руб.) были получены следующие данные 
для 10 судоходных компаний (i — № судоходной компании):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 165 190 200 170 350 280 270 180 320 190

y 26,5 28,4 30,25 25 50 48,7 48,5 45,2 51,4 45

Вариант № 20
При изучении корреляционной связи между ежемесячным уровнем дохода одного чле-
на домашнего хозяйства (x, тыс. руб.) и долей расходов на продукты питания в общих 
расходах семьи (y, %) были получены следующие данные для 11 домашних хозяйств 
(i — № домашнего хозяйства):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

x 18,3 20,3 11,7 12,6 23,8 26,4 26,6 29,3 17,7 21,4 17,6

y 25 20 30 30 19 20 17 18 27 18 17
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Вариант № 21
При изучении корреляционной связи между годовой продажей холодильников (y, тыс. шт.) 
и среднедушевым денежным доходом в месяц (x, тыс. руб.) были получены следующие 
данные для 12 регионов РФ (i — № региона): 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x 24,6 22 27 21 24 24 31,9 33 35,4 34 31 26

y 2,6 1,5 2,9 1,1 2,2 2,3 3,3 3,9 4 3,7 3,4 2,6

Вариант № 22
Имеются данные о валовом региональном продукте (y, млрд. руб.) и среднегодовой чис-
ленности занятых в экономике (x, тыс. чел.) по 10 регионам Сибирского федерального 
округа (i — № региона):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 89,4 102,8 495,7 945,5 1352,4 1303,2 1135,0 1424,8 487,0 417,6

y 33,1 41,7 402,5 553,2 821,4 668,3 796,6 1256,7 229,8 177,7

Вариант № 23
При изучении зависимости себестоимости единицы продукции (y, руб.) от суточной 
производительности оборудования (x, т) были получены следующие данные для 10 пред-
приятий региона (i — № предприятия): 

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 58 60 90 95 97 103 140 150 205 230

y 645 647 650 638 648 648 650 645 675 670

Вариант № 24
Для 9 предприятий (i — № предприятия) региона имеются данные о среднегодовой цене 
единицы продукции (x, тыс. руб.) и годовой валовой прибыли предприятия (y, млн. руб.):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

x 4,2 4,0 3,5 3,3 4,5 4,8 5,1 3,2 5,3

y 325 320 300 275 310 280 250 240 210
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Вариант № 25
При исследовании зависимости суммарных логистических затрат региона (y, млрд. руб.) 
от количества складов в системе распределения региона (x, тыс. шт.) были получены 
следующие данные для 12 регионов РФ (i — № региона):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x 100 150 180 216 125 260 160 235 270 265 290 70

y 310 250 220 180 235 145 180 150 160 150 140 410

Вариант № 26
Для 10 объектов города (i — №объекта) имеются данные о стоимости ущерба (y, млн. руб.), 
нанесенного пожаром, и расстоянии до ближайшей пожарной станции (x, км):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 5,1 3,8 6,1 9,2 10,1 8,2 4,8 4,5 3,1 2,1

y 68,0 38,8 40,8 79,2 91,5 55,4 75,5 25,1 88,7 19,2

Вариант № 27
Для 10 регионов (i — № региона) известны данные за год по среднедневной заработной 
плате (y, руб.) и среднедушевому прожиточному минимуму в день одного трудоспособ-
ного (x, руб.):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 91 90 112 105 98 120 97 115 96 107

y 129 123 144 135 138 151 142 145 123 133

Вариант № 28
При исследовании зависимости годовой продажи телевизоров (y, тыс. шт.) от среднеду-
шевых денежных доходов в месяц (x, тыс. руб.) получены следующие данные для 10 реги-
онов РФ (i — № региона):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x 28,0 21,3 21,0 23,3 15,8 21,9 20,0 22,0 23,9 26,0

y 2,8 2,4 2,1 2,6 1,7 2,5 2,4 2,6 2,8 2,6
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Вариант № 29
Компанией по прокату автомобилей в 12 ее представительствах (i — № представитель-
ства) собраны данные о пробеге (y, тыс. км) автомобилей и стоимости их ежемесячного 
обслуживания (x, у. е.):

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x 16 18 27 21 25 24 19 22 24 21 31 10

y 10 11 26 16 25 24 14 18 20 18 34 8

Вариант № 30
Для 12 транспортных компаний (i — № транспортной компании) города при исследова-
нии зависимости годового дохода (y, млн. руб.) от среднегодового количества грузовых 
автомобилей (x, авт.) были получены следующие данные:

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

x 15 18 22 25 27 31 34 37 40 45 48 50

y 150 250 247 260 287 262 305 275 352 400 380 310
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