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1. УРАВНИВАНИЕ ПО МЕТОДУ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

ПАРАМЕТРИЧЕСКИМ СПОСОБОМ 

1.1. Общие сведения 

 

Для определения искомых величин X1,X2,…,Xk независимо измерены вели-

чины Y1,Y2,…,Yn. Получены результаты y1,y2,…,yn измерений с весами p1,p2,…,pn. 

При этом n > k. 

Уравнивание параметрическим способом начинают с установления исходных 

уравнений связи вида 

{

     (          ) 

     (          ) 
 

     (          ) 

 (1.1.1) 

то есть каждая измерявшаяся величина Yi представляется как функция от иско-

мых величин. 

В процессе решения по методу наименьших квадратов находят поправки vi и 

δxi к результатам yi измерений и приближённым значениям xj
(0)

 искомых величин, 

соответственно. При этом в качестве последних, как правило, рассматриваются 

значения, полученные по k выполненным измерениям. 

Далее переходят к составлению параметрических уравнений поправок вида 

 

{

                             
                              
                             

 (1.1.2) 

для чего вычисляют коэффициенты aij и свободные члены li параметрических 

уравнений поправок как 

    
   (  

( )
   
( )
     

( )
)

   
( )

  (1.1.3) 

     (  
( )
   
( )
     

( )
)      (1.1.4) 

 

В матричном виде система (1.1.2) параметрических уравнений поправок мо-

жет быть представлена как 

         (1.1.5) 

 

где A — формируемая матрица коэффициентов параметрических уравнений по-

правок размерностью n×k: 

  (

      
      

    
    

  
      

  
    

)  (1.1.6) 
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 L — формируемый вектор свободных членов параметрических уравнений 

поправок размерностью n×1: 

  (

  
  
 
  

)  

(1.1.7) 

 

 V — неизвестный вектор поправок к результатам измерений размерностью 

n×1: 

  (

  
  
 
  

)  

(1.1.8) 

 

 ΔX — неизвестный вектор поправок к приближённым значениям искомых 

величин размерностью k×1: 

   (

   
   
 
   

)  

(1.1.9) 

 

Чтобы найти поправки δxj к приближённым значениям искомых величин пе-

реходят к нормальным уравнениям поправок, система которых имеет вид 

 

         (1.1.10) 

 

где R — симметричная матрица коэффициентов нормальных уравнений попра-

вок размерностью k×k, находится по формуле 

 

         (1.1.11) 

 

 b —вектор нормальных уравнений поправок размерностью k×1, находится по 

формуле 

         (1.1.12) 

 

 PY — симметричная весовая матрица размерностью n×n, на главной диагона-

ли которой стоят веса pi и которая в случае, если все результаты yi измерений 

принимаются независимыми между собой, является диагональной: 

 

   (

   
   

    
  

  
      

  
   

)  (1.1.13) 
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Решая систему нормальных уравнений поправок, получаем 

 

          (1.1.14) 

 

Теперь несложно перейти к интересующим нас уравненным значениям иско-

мых величин: 

 ̅    
( )
      (1.15) 

 

Подставляя полученные поправки к приближённым значениям искомых ве-

личин в систему (1.1.5) или (1.1.2) параметрических уравнений поправок, можно 

найти поправки vi к результатам измерений и, соответственно, уравненные значе-

ния измеренных величин: 

 ̅         (1.1.16) 

 

Контроль вычислений заключается в подстановке в исходные уравнения свя-

зи (1.1.1) уравненных значений искомых величин и проверки равенств 

 

 ̅    ( ̅   ̅     ̅ )  (1.1.17) 

 

Также в качестве контроля можно рассматривать вычисление квадратичной 

формы Ф по основной и контрольной формулам
1
: 

 

        (1.1.18) 

         
          (1.1.19) 

 

Сама квадратичная форма Ф используется при оценке точности результатов 

измерений для нахождения средней квадратической ошибки единицы веса: 

 

  √
 

   
  (1.1.20) 

 

Обратная весовая матрица уравненных значений искомых величин оказыва-

ется равна 

  ̅   
    (1.1.21) 

                                                           
1
 Вообще, подобного рода контроли проверяют лишь правильность выполненных вычислений. 

Куда надёжнее использовать формулу 

         ̅
   ̅  

где 

  ̅    ( ̅   ̅     ̅ )      
 

Такой контроль ориентирован на оценку влияния ошибок, связанных, к примеру, с нелинейно-

стью исходных уравнений связи. Однако зачастую это влияние оказывается минимальным, и 

данный подход используется лишь в особых случаях, здесь не рассматриваемых. 
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Переход к средним квадратическим ошибкам уравненных значений искомых 

величин осуществляется через диагональные элементы полученной обратной ве-

совой матрицы (1.1.21) как: 

  ̅   √(  ̅)    
(1.1.22) 

 

Если требуется оценить точность уравненных значений измеренных величин, 

то их опять же рассматривают как функции только уже от уравненных значений 

искомых величин. Обратная весовая матрица уравненных значений измеренных 

величин в таком случае находится согласно обобщённой теореме оценки точно-

сти: 

  ̅     ̅ 
   (1.1.23) 

 

где F — матрица частных производных размерностью n×k, каждый элемент ко-

торой равен 

    
   ( ̅   ̅     ̅ )

  ̅ 
  (1.1.24) 

 

Следует отметить, что в общем случае может потребоваться оценить точ-

ность лишь нескольких уравненных значений измеренных величин или же таких 

величин, которые непосредственно не измерялись, но которые могут рассматри-

ваться как функции от уравненных значений искомых величин. В таком случае 

число строк матрицы F частных производных может не равняться общему числу n 

измерений, но будет равно числу величин, точность которых необходимо оце-

нить. 

Средние квадратические ошибки уравненных значений измеренных величин 

находятся через диагональные элементы обратной весовой матрицы (11..23): 

 

  ̅   √(  ̅)    
(1.1.25) 

 

После нахождения всех уравненных значений интересующих нас величин и 

оценки их точности задачу уравнивания можно считать выполненной.  
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1.2. Уравнивание нивелирной сети 

 

 
Рис. 1.1. Схема нивелирной сети. 

 

Пусть измерены семь превышений h1,h2,…,h7 (рис. 1.1) и надо определить 

высоты трёх реперов: Rp 1, Rp 2, Rp 3. Число n измеренных величин в таком слу-

чае равно семи, а число k искомых величин — трём. Высоты опорных пунктов 

М1, М2 и М3 даны в табл. 1.1, а измеренные превышения и длины ходов приведе-

ны в табл. 1.2. 

 

Табл. 1.1 

Исходные данные 

Rp 
H 

(м) 

М1 100,101 

М2 104,220 

М3 105,346 
 

Табл. 2.1 

Результаты измерений 

№ 
h 

(м) 

S 

(км) 

1 +2,088 10,5 

2 +3,210 15,2 

3 –1,176 08,3 

4 +1,780 10,4 

5 +4,929 11,6 

6 +1,739 13,4 

7 –3,150 09,9 
 

 

Для решения поставленной задачи достаточно было бы измерить превыше-

ния по трем ходам (например, h3, h2, h6, или h1, h3, h4, или h1, h2, h5 и т.п.). Это не-

обходимые измерения, их число равно числу k искомых величин. Соответственно 

остальные превышения можно считать избыточно измеренными величинами. 

Исходные уравнения (1.1.1) связи в нивелирных сетях имеют очень простой вид: 

разность отметок начального и конечного пунктов хода — и для уравненных зна-

чений искомых и измеренных величин их можно переписать как 

 

 ̅   ̅        ̅        (1.2.1) 

 

а соответствующие им параметрические уравнения (1.1.2) поправок — как 

 

М1 Rp1h1

М2

М3

Rp2

Rp3

h2

h3

h7
h6

h5

h4

I

II

IV

III
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                         (1.2.2) 

 

Свободный член li в соответствии с (1.1.4) будет равен разности приближен-

ных отметок высот конечного и начального пунктов i-го хода минус измеренное 

превышение по этому ходу: 

 

          
( )

        
( )

     (1.2.3) 

 

Таким образом, исходные уравнения связи в нашем случае будут иметь сле-

дующий вид: 

{
 
 
 
 

 
 
 
 
 ̅   ̅   ̅        

 ̅   ̅   ̅     ̅    

 ̅   ̅       ̅    

 ̅   ̅   ̅        

 ̅   ̅   ̅     ̅    

 ̅   ̅   ̅     ̅    

 ̅   ̅   ̅        

 (1.2.4) 

 

Приближенные отметки высот определяемых пунктов могут быть получены как 

 

  
( )
     

( )
                                     

  
( )
     

( )
                                     

  
( )
     

( )
                                     

 

Свободные члены параметрических уравнений поправок согласно (1.1.4) бу-

дут равны 

       
( )

                                              

       
( )

     
( )

                                          

           
( )

                                          

       
( )

                                              

       
( )

     
( )

                                          

       
( )

     
( )

                                          

       
( )
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Сами параметрические уравнения поправок согласно (1.1.2) будут иметь вид 

 

{
 
 
 

 
 
 
                         

                         

                         

                         

                         

                         

                         

 (1.2.5) 

 

Тогда матрица A коэффициентов и вектор L свободных членов параметриче-

ских уравнений поправок будут равны 

 

  

(

 
 
 
 

  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  )

 
 
 
 

      

(

 
 
 
 

        
        
        
        
        
        
        )

 
 
 
 

  

 

Назначим веса измеренным превышениям, приняв за единицу веса результат 

измерения, который мог быть получен по ходу длиной 10 км, тогда 

 

   
 

     
  (1.2.6) 

при 

        

 

и весовая матрица согласно (1.1.13) 

 

   

(

 
 
 
 

            
            
            

        
        
        

        
        
        

            
            

        
        

        
        

            
            

        
        

        
        )
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Далее вычисляем матрицу R коэффициентов и вектор Λ свободных членов 

нормальных уравнений поправок по формулам (1.1.11) и (1.1.12)
2
: 

 

  (

               
          

         
)       (

        
        
        

)  

 

Теперь рассчитаем вектор ΔX поправок к приближённым значениям искомых 

величин по формуле (1.1.14): 

   (
        
        
        

)  

 

Вычислим уравненные отметки высот определяемых пунктов по (1.1.15): 

 ̅                                 

 ̅                                 

 ̅                                 

 

Теперь можно рассчитать вектор V поправок к измеренным превышениям, 

подставив полученные значения в систему (1.1.5): 

 

  

(

 
 
 
 

        
        
        
        
        
        
        )

 
 
 
 

  

 

Получим теперь уравненные превышения согласно (1.1.16): 

 

 ̅                             
 ̅                             
 ̅                             
 ̅                             
 ̅                             
 ̅                             
 ̅                             

 
                                                           
2
 Элементы, стоящие на главной диагонали матрицы R коэффициентов нормальных уравнений 

поправок, в действительности являются весами уравненных значений искомых величин. По-

этому в приводимых матрицах знак у этих элементов опущен. То же самое касается обратных 

весовых матриц, стоящие на главной диагонали элементы которых являются обратными веса-

ми. Недиагональные элементы таких матриц связаны с коэффициентом корреляции между рас-

сматриваемыми величинами, поэтому могут быть как положительными, так и отрицательными. 
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Выполним контроль вычислений согласно (1.1.17), подставив уравненные 

отметки высот определяемых пунктов в исходные уравнения связи (1.2.4): 

 

 ̅                                      ̅  

 ̅     ̅                                  ̅  

     ̅                                  ̅  

 ̅                                      ̅  

 ̅     ̅                                  ̅  

 ̅     ̅                                  ̅  

 ̅                                      ̅  

 

 

Как видно, контроль выполняется — следовательно, ошибок при вычислени-

ях допущено не было. 

Теперь вычислим квадратичную форму Ф по основной (1.1.18) и контроль-

ной (1.1.19) формулам: 

                
               

       

 

Полученные значения также совпали, то есть выполняется ещё один из воз-

можных контролей вычислений. 

Средняя квадратическая ошибка единицы веса будет вычисляться по форму-

ле Бесселя (1.1.20) и окажется равна 

 

  √
         

   
         

 

Средняя квадратическая ошибка измерения превышения по ходу длиной 1 км 

определяется по формуле 

    
 

√ 
 (1.2.7) 

и равна 

    
      

√  
         

 

Оценим теперь точность уравненных отметок высот определяемых пунктов. 

Их обратная весовая матрица согласно (1.1.21) окажется равна 

 

  ̅  (
               

          
         

)  
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а их средние квадратические ошибки уравненных согласно (1.1.22) — 

 

  ̅           √             

  ̅           √             

  ̅           √             

 

Чтобы оценить точность уравненных превышений, вычислим их обратную 

весовую матрицу согласно (1.1.23). При этом в качестве функций от уравненных 

значений искомых величин будут рассматриваться исходные уравнения связи 

(1.2.4), а так как они имеют простой линейный, то частные производные этих 

функций не зависят от рассматриваемых значений искомых величин: уравненных 

или приближённых — поэтому формула (1.1.23) для нашего случая может быть 

переписана как 

 

  ̅     ̅ 
   (1.2.8) 

Тогда 

 

  ̅  

(

 
 
 
 

               
          

     

          
          
          

          
          
          

               
          

     
          
          

    
                         

          
     )

 
 
 
 

  

 

а средние квадратические ошибки уравненных превышений будут равны: 

 

  ̅ 
        √             

  ̅ 
        √             

  ̅ 
        √             

  ̅ 
        √             

  ̅ 
        √             

  ̅ 
        √             

  ̅ 
        √             
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1.3. Уравнивание полигонометрического хода 

 

 
Рис. 1.2. Схема полигонометрического хода. 

 

Пусть измерены четыре угла поворота β1, β2, β3, β4 и три стороны s1, s2, s3 

(рис. 1.2). Необходимо определить координаты двух пунктов: ПП1 и ПП2. Коор-

динаты опорных пунктов Н и К, а также исходные дирекционные углы даны в 

табл. 1.3, измеренные углы поворота и длины сторон приведены в табл. 1.4. 

 

Табл. 1.3 

Исходные данные 

 
X 

(м) 

Y 

(м) 

Н 5419,866 8258,602 

К 6384,933 8518,732 

αнач. 084°57′10,7″ 

αкон. 296°02′16,1″ 
 

Табл. 1.4 

Результаты измерений 

β1 192°43′20,5″ 

β2 107°19′32,8″ 

β3 085°48′48,4″ 

β4 185°13′17,6″ 

s1 0893,244 м 

s2 0793,531 м 

s3 1027,509 м 
 

 

Исходные уравнения (1.1.1) связи в полигонометрическом ходе имеют сле-

дующий вид для уравненных значений искомых и измеренных величин: 

 

 ̅  √( ̅   ̅   )
  ( ̅   ̅   )

  
(1.3.1) 

 

для длины стороны и 

 

 ̅   ̅   ̅         (1.3.2) 

 

для угла поворота при 

 

 ̅  

{
  
 

  
      

 ̅   ̅   

 ̅   ̅   
       ̅   ̅       ̅   ̅     

     
 ̅   ̅   

 ̅   ̅   
       ̅   ̅       ̅     ̅   

     
 ̅   ̅   

 ̅   ̅   
       ̅   ̅       ̅   ̅     

 (1.3.3) 

 

Н ПП1
ПП2 К

 1
 2

 3
 4

S3
S2

S1нач

кон
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В нашем же случае 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 ̅   ̅   ̅             

 ̅   ̅   ̅   ̅       

 ̅   ̅   ̅   ̅       

 ̅   ̅         ̅       

 ̅   ̅  √( ̅      )
  ( ̅      )

  

 ̅   ̅  √( ̅     ̅   )
  ( ̅     ̅   )

  

 ̅   ̅  √(    ̅   )
  (    ̅   )

  

 (1.3.4) 

 

Приближённые координаты определяемых пунктов найдём по формулам 

 

  
( )
     

( )
    

( )
, 

  
( )
     

( )
    

( )
, 

(1.3.5) 

 

где 

 

   
( )
        

( )
 , 

   
( )
        

( )
 , 

(1.3.6) 

 

при 

 

  
( )
     

( )
          (1.3.7) 

 

Для этого заполним табл. 1.5. 

Формулы для вычисления коэффициентов aij параметрических уравнений 

поправок согласно (1.1.3) при этом удобнее свести в табл. 1.6. 

 



 

Табл. 1.5. Вычисление приближённых значений координат определяемых пунктов 

 βi si (м) αi
(0)

 cos αi
(0)

 sin αi
(0)

 ΔXi
(0)

 (м) ΔYi
(0)

 (м) Xi
(0)

 (м) Yi
(0)

 (м) 

   84°57′10,7″       

Н 192°43′20,5″       5419,866 8258,602 

  893,244 97°40′31,2″ –0,133560 +0,991041 –119,301 +885,241   

ПП1 107°19′32,8″       5300,565 9143,843 

  793,531 25°00′04,0″ +0,906299 +0,422636 +719,177 +335,375   

ПП2        6019,742 9479,218 
П р и м е ч а н и е .  Подчёркиванием выделены исходные данные и результаты измерений. 

 

Табл. 1.6. Формулы для вычисления коэффициентов aij параметрических уравнений поправок 

(
   

   
⁄ )

 

 ∂XПП1 ∂YПП1 ∂XПП2 ∂YПП2 

∂β1   
     

( )

  
( )

   
     

( )

  
( )

 0 0 

∂β2   (
     

( )

  
( )

 
     

( )

  
( )

)   (
     

( )

  
( )

 
     

( )

  
( )

)   
     

( )

  
( )

   
     

( )

  
( )

 

∂β3   
     

( )

  
( )

   
     

( )

  
( )

   (
     

( )

  
( )

 
     

( )

  
( )

)   (
     

( )

  
( )

 
     

( )

  
( )

) 

∂β4 0 0   
     

( )

  
( )

   
     

( )

  
( )

 

∂s1       
( )

       
( )

 0 0 

∂s2       
( )

       
( )

       
( )

       
( )

 

∂s3 0 0       
( )

       
( )
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Так как при вычислении приближённых координат определяемых пунктов 

были использованы результаты измерений первых двух углов поворота и первых 

двух длин сторон, то для этих величин (а также для соответствующих им дирек-

ционных углов) значения, вычисленные по приближённым значениям координат 

определяемых пунктов, совпадут с измеренными. Для приближённых значений 

дирекционного угла α3
(0)

 и длины стороны s3
(0)

 можно записать следующее: 

 

  
( )
 

{
 
 
 
 

 
 
 
      

       
( )

       
( )

             
( )

          
( )

  

     
       

( )

       
( )

             
( )

    ̅     ̅   

     
       

( )

       
( )

             
( )

          
( )

  

 (1.3.8) 

и 

  
( )
 
       

( )

     
( )

 
       

( )

     
( )

  (1.3.9) 

Тогда 

 

  
( )
      

                     

                     
                    

  
( )
 
                    

               
 
                     

               
             

 

Свободные члены параметрических уравнений поправок согласно (1.1.3) бу-

дут определяться как 

     
( )
    (1.3.10) 

 

для длин сторон и для углов поворота — 

 

     
( )
     (1.3.11) 

 

где в общем случае 

  
( )
   

( )
     

( )
       (1.3.12) 
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Тогда матрица A коэффициентов и вектор L свободных членов параметриче-

ских уравнений поправок будут равны 

 

  

(

 
 
 
 
 
 

         
 

 
         

 

 

         
 

 
         

 

 

         
 

 
         

 

 

  
 

 
  

 

 

  
 

 
  

 

 

         
 

 
         

 

 

         
 

 
         

 

 

         
 

 
         

 

 

                    
                    

  

  
                    
                    )

 
 
 
 
 
 

   

(

 
 
 
 
 

      
      
      
      

       
       
       )

 
 
 
 
 

  

 

Следует отметить, что здесь и далее элементы первых строк матриц рассмат-

риваются для угловых величин, а последних — для линейных. 

В предположении, что все длины сторон измерены равноточно, а все углы пово-

рота измерены равноточно и независимо между собой, назначим веса измерений, 

приняв за единицу веса результат измерения одной стороны и полагая, что соот-

ношение средних квадратических ошибок mβ угловых и ms линейных измерений 

известно достаточно надёжно и 

 

     , 

       . 

 

Тогда веса назначаются согласно формуле 

 

   
  

  
   (1.3.13) 

и при 

      (1.3.14) 

   
  
 

  
  

     

  
    

   

  
  

 

а весовая матрица PY, определяемая по формуле (1.1.13), окажется единичной
3
. 

Тогда везде далее умножение на PY можно будет опустить. Однако не все элемен-

ты этой матрицы, стоящие на главной диагонали, будут являться безразмерными 

величинами, что следует учитывать при всех последующих вычислениях: 

                                                           
3
 Вообще говоря, подобное назначение весов может быть не совсем корректно. Например, если 

действительное соотношение средних квадратических ошибок угловых и линейных измерений 

значительно отличается от принятого. В этом случае веса угловых и линейных измерений 

назначаются раздельно, а соответствующие им средние квадратические ошибки определяются 

независимо друг от друга. Однако такой подход выходит за рамки курса теории математиче-

ской обработки геодезических измерений и здесь рассматриваться не будет. 
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(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
   

  
 
   

  

 
   

  

 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  

 
   

  

 
   

  
 
   

  

    

 
   

  
 
   

  

 
   

  

 
   

  

|

|

|

|

  
   

  
 
   

  
 
   

  

  
   

  
 
   

  
 
   

  

  
   

  
 
   

  
 
   

  

  
   

  
 
   

  
 
   

  

  
   

  
 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  

 
   

  )

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

 

Далее вычисляем матрицу R коэффициентов и вектор Λ свободных членов 

нормальных уравнений поправок по формулам (1.1.11) и (1.1.12): 

 

  (

                
        

                
                

    

                
        

)    (

       
       
       
       

)  

 

Теперь рассчитаем вектор ΔX поправок к приближённым значениям искомых 

величин согласно (1.1.14): 

   (

       
       
       
       

)  

 

Вычислим уравненные координаты определяемых пунктов по формуле 

(1.1.15): 

 ̅                                  
 ̅                                  
 ̅                                  
 ̅                                  

 

Теперь можно рассчитать вектор V поправок к измеренным углам поворота и 

длинам сторон, подставив полученные значения в систему (1.1.5): 

 

  

(

 
 
 
 

     
     
     
     

       
       
       )
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Получим теперь уравненные углы поворота и длины сторон согласно(1.1.16): 

 

 ̅        
                          

 ̅        
                          

 ̅        
                          

 ̅        
                          

 ̅                                
 ̅                                
 ̅                                

 

Выполним контроль вычислений согласно (1.1.17), подставив уравненные 

значения в исходные уравнения связи (1.3.4). При этом согласно (1.3.3) уравнен-

ные значения дирекционных углов αi окажутся равны: 

 

 ̅       
 ̅      

 ̅      
       

 ̅       
                    м

                    м
                   

 ̅       
 ̅     ̅   

 ̅     ̅   
      

                     

                     
              

 ̅       
    ̅   

    ̅   
      

         м           

                     
                    

 

Тогда 

 

 ̅                  
                                      ̅   

 ̅   ̅            
                                      ̅   

 ̅   ̅             
                                      ̅ 4  

       ̅             
                                       ̅   

√( ̅      )
  ( ̅      )

   

 √(                     )  (                     )             ̅   

√( ̅     ̅   )
  ( ̅     ̅   )

   

 √(                     )  (                     )             ̅   

√(    ̅   )
  (    ̅   )

   

 √(                     )  (                     )              ̅   
 

                                                           
4
 Угол поворота βi измеряется в пределах от 0° до 360°. Так как полученное значение превыша-

ет один полный оборот и отличается от уравненного значения измеренного угла поворота β3 

ровно на 360°, оба этих значения стоит признать равными между собой. 
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Как видно, контроль выполняется — следовательно, ошибок при вычислени-

ях допущено не было. 

Теперь вычислим квадратичную форму Ф по основной (1.1.18) и контроль-

ной (1.1.19) формулам: 

               
              

       

 

Полученные значения также совпали, то есть выполняется ещё один из воз-

можных контролей вычислений. 

Средняя квадратическая ошибка линейных измерений, в нашем случае рас-

сматриваемая также как средняя квадратическая ошибка единицы веса, будет вы-

числяться по формуле Бесселя (1.1.20) и окажется равна 

 

     √
          

 
         

 

Тогда средняя квадратическая ошибка угловых измерений — 

 

         

 

Оценим теперь точность уравненных координат определяемых пунктов. Их 

обратная весовая матрица согласно (1.1.21) окажется равна 

 

  ̅  (

              
       

              
              

    

              
       

)  

 

а их средние квадратические ошибки согласно (1.1.22) — 

 

  ̅           √               

  ̅           √               

  ̅           √               

  ̅           √               

 

Чтобы оценить точность уравненных углов поворота и длин сторон, вычис-

лим их обратную весовую матрицу согласно (1.1.23). При этом в качестве функ-

ций от уравненных значений искомых величин будут рассматриваться исходные 

уравнения связи (1.3.4). Тогда, элементы матрицы F будут определяться так же, 

как и коэффициенты параметрических уравнений поправок согласно формулам, 
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представленным в таблице 5, в которые, однако, вместо приближённых значений 

координат определяемых пунктов будут подставлены их уравненные значения
5
. 

Таким образом 

 

  

(

 
 
 
 
 
 

         
 

 
         

 

 

         
 

 
         

 

 

  
 

 
  

 

 

         
 

 
         

 

 

         
 

 
         

 

 

  
 

 
  

 

 

         
 

 
         

 

 

         
 

 
         

 

 

                    
                    

  

  
                    
                    )

 
 
 
 
 
 

  

а 

  ̅  

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

     
  

   
     

  

   

     
  

   

     
  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   

     
  

   

     
  

   
     

  

   

    

     
  

   
     

  

   

     
  

   

     
  

   

|

|

|

|

     
  

   
     

  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   
     

  

   

     
  

   
      

 

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   

     
  

   )

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

и средние квадратические ошибки уравненных углов поворота и длин сторон бу-

дут равны: 

  ̅ 
        √     

  

   
       

  ̅ 
        √     

  

   
       

  ̅ 
        √     

  

   
       

  ̅ 
        √     

  

   
       

   ̅         √             

   ̅         √             

   ̅         √              

                                                           
5
 Вместо матрицы F также можно использовать матрицу A коэффициентов параметрических 

уравнений поправок. Это следует из той же обобщённой теоремы оценки точности, если рас-

сматривать уравненные значения  ̅  измеренных величин как функции непосредственно от по-

правок     к приближённым значениям искомых величин. 
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2. УРАВНИВАНИЕ ПО МЕТОДУ НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

КОРРЕЛАТНЫМ СПОСОБОМ 

2.1. Общие сведения 

 

Для определения искомых величин X1,X2,…,Xk независимо измерены вели-

чины Y1,Y2,…,Yn. Получены результаты y1,y2,…,yn измерений с весами p1,p2,…,pn. 

При этом n > k. 

Уравнивание коррелатным способом начинают с выбора исходных условных 

уравнений связи вида 

{

  (          )    

  (          )    
 

  (          )    

 (2.1.1) 

 

То есть рассматриваются r функций от измеренных величин, причём 

 

       (2.1.2) 

 

В процессе решения по методу наименьших квадратов находят поправки vi к 

результатам yi измерений. При этом переходят к составлению условных уравне-

ний поправок вида 

 

{

                         
                          
                         

 (2.1.3) 

 

Для этого вычисляют коэффициенты bji и невязки wj условных уравнений попра-

вок как 

    
   (          )

   
  (2.1.4) 

     (          )  (2.1.5) 

 

В матричном виде система (2.1.3) условных уравнений поправок может быть 

представлена как 

        (2.1.6) 

 

где B — формируемая матрица коэффициентов условных уравнений поправок 

размерностью r×n: 

  (

      
      

    
    

  
      

  
    

)  (2.1.7) 
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 W — формируемый вектор невязок условных уравнений поправок размерно-

стью r×1: 

  (

  
  
 
  

)  

(2.1.8) 

 

 V — неизвестный вектор поправок к результатам измерений размерностью 

n×1: 

  (

  
  
 
  

)  

(2.1.9) 

 

Чтобы в конечном счёте найти поправки vi к результатам измерений, вначале 

переходят к нормальным уравнениям коррелат, система которых имеет вид 

 

        (2.1.10) 

 

где N — симметричная матрица коэффициентов нормальных уравнений коррелат 

размерностью r×r, находится по формуле 

 

      
   (2.1.11) 

 

 QY — симметричная обратная весовая матрица размерностью n×n, на глав-

ной диагонали которой стоят обратные веса qi и которая в случае, если все резуль-

таты yi измерений принимаются независимыми между собой, является диагональ-

ной: 

   (

   
   

  
  

  
  

  
   

)  (2.1.12) 

 

 K — неизвестный вектор коррелат нормальных уравнений коррелат размер-

ностью n×1: 

  (

  
  
 
  

)  

(2.1.13) 

 

Решая систему нормальных уравнений поправок, получаем 

 

         (2.1.14) 
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Выражая вектор W невязок из формулы (2.1.10) и подставляя полученное 

выражение в систему (2.1.6) условных уравнений поправок, можно найти вектор 

V поправок к результатам измерений как 

 

     
    (2.1.15) 

 

Теперь несложно перейти к уравненным значениям измеренных величин: 

 

 ̅         (1.16) 

 

Контроль вычислений заключается в подстановке в исходные уравнения свя-

зи (2.1.1) полученных уравненных значений (2.1.16) и проверки равенств 

 

  ( ̅   ̅     ̅ )     (2.1.17) 

 

Также в качестве контроля можно рассматривать вычисление квадратичной 

формы Ф по основной и контрольной формулам: 

 

        (2.1.18) 

          
    (2.1.19) 

 

Сама квадратичная форма Ф используется при оценке точности результатов 

измерений для нахождения средней квадратической ошибки единицы веса: 

 

  √
 

 
  (2.1.20) 

 

Обратная весовая матрица уравненных значений измеренных величин опре-

деляется как 

  ̅         (2.1.21) 

 

где QV — симметричная обратная весовая матрица поправок к результатам изме-

рений размерностью n×n, которая равна 

 

      
         (2.1.22) 

 

Переход к средним квадратическим ошибкам уравненных значений измерен-

ных величин осуществляется через диагональные элементы обратной весовой 

матрицы (2.1.21) как: 

  ̅   √(  ̅)    
(2.1.23) 

 



25 

Чтобы оценить точность уравненных значений искомых величин, то их рас-

сматривают как функции только от уравненных значений измеренных величин. 

Обратная весовая матрица уравненных значений искомых величин в таком случае 

находится согласно обобщённой теореме оценки точности: 

 

  ̅     ̅ 
   (2.1.24) 

 

где F — матрица частных производных размерностью k×n, каждый элемент ко-

торой равен 

    
   ( ̅   ̅     ̅ )

  ̅ 
  (2.1.25) 

 

Переход к средним квадратическим ошибкам уравненных значений искомых 

величин осуществляется аналогично (2.1.23), а именно: 

 

   ̅   √(  ̅)    
(2.1.26) 

 

Следует отметить, что в общем случае может потребоваться оценить точ-

ность лишь нескольких уравненных значений искомых величин или же таких ве-

личин, которые непосредственно не измерялись, но которые также могут рас-

сматриваться как функции от уравненных значений измеренных величин. В таком 

случае число строк матрицы F частных производных может не равняться общему 

числу k измерений, но будет равно числу величин, точность которых необходимо 

оценить. 

После нахождения всех уравненных значений интересующих нас величин и 

оценки их точности задачу уравнивания можно считать выполненной. 
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2.2. Уравнивание нивелирной сети 

 

 
Рис. 2.1. Схема нивелирной сети. 

 

Пусть измерены семь превышений h1,h2,…,h7 (рис. 2.1) и надо определить 

высоты трёх реперов: Rp 1, Rp 2, Rp 3. Число n измеренных величин в таком слу-

чае равно семи, а число k искомых величин — трём. Высоты опорных пунктов 

М1, М2 и М3 даны в табл. 2.1, а измеренные превышения и длины ходов приведе-

ны в табл. 2.2. 

 

Табл. 2.1 

Исходные данные 

Rp 
H 

(м) 

М1 100,101 

М2 104,220 

М3 105,346 
 

Табл. 2.2 

Результаты измерений 

№ 
h 

(м) 

S 

(км) 

1 +2,088 10,5 

2 +3,210 15,2 

3 –1,176 08,3 

4 +1,780 10,4 

5 +4,929 11,6 

6 +1,739 13,4 

7 –3,150 09,9 
 

 

Общее число n измерений в рассматриваемой сети равно семи, число k иско-

мых величин равно трём. Число r избыточных измерений согласно (2.1.2) равно 

 

         
 

Поэтому из множества условных уравнений, возникающих в сети, выберем 

лишь четыре независимых из них. В нивелирных сетях возникают условные урав-

нения полигонов. В общем виде под каждым из них понимается сумма превыше-

ний минус разность отметок высот конечного и начального опорных пунктов в 

полигоне — и для уравненных значений измеренных величин их можно перепи-

сать как 

М1 Rp1h1

М2

М3

Rp2

Rp3

h2

h3

h7
h6

h5

h4

I

II

IV

III
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   ∑ ̅  (               )

   

    (2.2.1) 

 

при этом знак каждого превышения определяется в соответствии с направлением 

обхода полигона и может не совпадать со знаком полученного измерения. 

В рассматриваемой сети остановимся на условных уравнениях для двух 

разомкнутых и двух замкнутых полигонов, которые обозначены римскими циф-

рами на рис. 2.1 (с указанием направления их обхода): 

 

{
 
 

 
      ̅   ̅   ̅  (       )    

     ̅   ̅   ̅  (       )    

     ̅   ̅   ̅  (       )    

     ̅   ̅   ̅  (       )    

 (2.2.2) 

 

Условные уравнения поправок согласно (2.1.3) будут иметь вид 

 

{

                           
                           
                           
                           

 (2.2.3) 

 

Невязки wj условных уравнений поправок согласно (2.1.5) будут равны 

 

                       
                      
            (       )            
          (       )            

 

Тогда матрица B коэффициентов и вектор W невязок условных уравнений по-

правок будут равны 

 

  (

              
              
              
              

)       (

        
        
        
        

)  

 

Назначим веса pi измеренным превышениям, приняв за единицу веса резуль-

тат измерения, который мог быть получен по ходу длиной 10 км, тогда обратные 

веса 

   
 

  
 
     
 
  (2.2.4) 

при 
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и обратная весовая матрица 

 

   

(

 
 
 
 

            
            
            

        
        
        

        
        
        

            
            

        
        

        
        

            
            

        
        

        
        )

 
 
 
 

  

 

Далее вычисляем матрицу N коэффициентов и вектор K коррелат нормаль-

ных уравнений коррелат по формулам (2.1.11) и (2.1.13)
6
: 

 

  (

          
     

          
          

         
          

     

)       (

        
        
        
        

)  

 

Вектор V поправок к результатам измерений рассчитаем по формуле (2.1.15): 

 

  

(

 
 
 
 

        
        
        
        
        
        
        )

 
 
 
 

  

 

Получим теперь уравненные превышения согласно(2.1.16): 

 

 ̅                             
 ̅                             
 ̅                             
 ̅                             
 ̅                             
 ̅                             
 ̅                             

 

                                                           
6
 Элементы, стоящие на главной диагонали матрицы N коэффициентов нормальных уравнений 

коррелат, являются обратными весами невязок условных уравнений поправок. Поэтому в при-

водимых матрицах знак у этих элементов опущен. То же самое касается обратных весовых мат-

риц. Недиагональные элементы этих матриц связаны с коэффициентом корреляции между рас-

сматриваемыми величинами, поэтому могут быть как положительными, так и отрицательными. 
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Выполним контроль вычислений согласно (2.1.17), подставив уравненные 

значения в исходные уравнения связи (2.2.2): 

 

  ̅   ̅   ̅                              
  ̅   ̅   ̅                             
  ̅   ̅   ̅  (       )   

                         (        м         м)     
  ̅   ̅  (       )                   (        м         м)     

 

Контроль выполняется — следовательно, ошибок при вычислениях допуще-

но не было. 

Теперь вычислим квадратичную форму Ф по основной (2.1.18) и контроль-

ной (2.1.19) формулам: 

                
               

       

 

Полученные значения также совпали, то есть выполняется ещё один из воз-

можных контролей вычислений. 

Средняя квадратическая ошибка единицы веса будет вычисляться по форму-

ле Бесселя (2.1.20) и окажется равна 

 

  √
         

   
         

 

Средняя квадратическая ошибка измерения превышения по ходу длиной 1 км 

определяется по формуле 

    
 

√ 
 (2.2.5) 

и равна 

    
      

√  
         (2.2.6) 

 

Оценим теперь точность уравненных превышений по формулам (2.1.21–

2.1.22). Обратная весовая матрица поправок к результатам измерений будет равна 

 

   

(

 
 
 
 

               
          

     

          
          
          

          
          
          

               
          

     
          
          

    
                         

          
     )
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а обратная весовая матрица уравненных превышений — 

 

  ̅  

(

 
 
 
 

               
          

     

          
          
          

          
          
          

               
          

     
          
          

    
                         

          
     )

 
 
 
 

  

 

Их средние квадратические ошибки согласно (2.1.23) будут равны: 

  ̅ 
        √             

  ̅ 
        √             

  ̅ 
        √             

  ̅ 
        √             

  ̅ 
        √             

  ̅ 
        √             

  ̅ 
        √             

 

Чтобы найти уравненные отметки высот определяемых пунктов, представим 

их как функции от уравненных превышений, например: 

 ̅         ̅                               

 ̅         ̅                               

 ̅         ̅                               

 

Чтобы оценить их точность, вычислим их обратную весовую матрицу со-

гласно (2.1.24). Матрица F частных производных в таком случае окажется равной 

 

  (
              
              
              

)  

Тогда 

  ̅  (
               

          
         

)  

 

а средние квадратические ошибки уравненных отметок высот определяемых 

пунктов согласно (2.1.26) будут равны: 

  ̅           √             

  ̅           √             

  ̅           √             
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2.3. Уравнивание полигонометрического хода 

 

 
Рис. 2.2. Схема полигонометрического хода. 

 

Пусть измерены четыре угла поворота β1, β2, β3, β4 и три стороны s1, s2, s3 

(рис. 2.2). Необходимо определить координаты двух пунктов: ПП1 и ПП2. Коор-

динаты опорных пунктов Н и К, а также исходные дирекционные углы даны в 

табл. 2.3, измеренные углы поворота и длины сторон приведены в табл. 2.4. 

 

Табл. 2.3 

Исходные данные 

 
X 

(м) 

Y 

(м) 

Н 5419,866 8258,602 

К 6384,933 8518,732 

αнач. 084°57′10,7″ 

αкон. 296°02′16,1″ 
 

Табл. 2.4 

Результаты измерений 

β1 192°43′20,5″ 

β2 107°19′32,8″ 

β3 085°48′48,4″ 

β4 185°13′17,6″ 

s1 0893,244 м 

s2 0793,531 м 

s3 1027,509 м 
 

 

Заметим, если в полигонометрическом ходе с угловой привязкой k1 опреде-

ляемых пунктов, то число k искомых величин равно 2k1, так как для каждого 

пункта нужно определить его плановые координаты. Число nβ измеренных углов в 

полигонометрическом ходе всегда равно (k1 + 2), а число ns измеренных сторон — 

(k1 + 1). Следовательно, число r избыточных измерений всегда равно 

 

  (     )    (    )  (    )         

 

то есть в любом полигонометрическом ходе с угловой привязкой возникает лишь 

три независимых условных уравнения, которым, в конечном счёте, должны удо-

влетворять уравненные значения измеренных величин: 

1) условие дирекционного угла — разность дирекционного угла конечного 

направления с его значением, вычисленным по измеренным величинам и 

дирекционному углу начального направления: 

 

         ∑ ̅ 

  

   

                  (2.3.2) 

 

Н ПП1
ПП2 К

 1
 2

 3
 4

S3
S2

S1нач

кон
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2) координатное условие (для абсцисс) — сумма приращений координат ΔXi 

минус разность координат X конечного и начального пунктов: 

   ∑ ̅     ̅ 

  

   

 (           )     (2.3.3) 

 

3) координатное условие (для ординат) — сумма приращений координат ΔYi 

минус разность координат Y конечного и начального пунктов: 

 

   ∑ ̅     ̅ 

  

   

 (           )     (2.3.4) 

 

Формулы для вычисления коэффициентов bji условных уравнений поправок 

при этом удобнее свести в табл. 2.5. 

Результаты промежуточных вычислений αi
(0)

, Xi
(0)

 и Yi
(0)

 найдём по измерен-

ным углам поворота и длинам сторон по формулам: 

 

  
( )
     

( )
    

( )
, 

  
( )
     

( )
    

( )
, 

(2.3.5) 

 

где 

 

   
( )
        

( )
, 

   
( )
        

( )
, 

(2.3.6) 

 

при 

 

  
( )
     

( )
          (2.3.7) 

 

Для этого заполним табл. 2.6. 

Невязки wj условных уравнений поправок согласно (2.1.5) будут равны 

 

         ∑  

  

   

                  (2.3.8) 

   ∑       
( )

  

   

 (           )     (2.3.9) 

   ∑       
( )

  

   

 (           )     (2.3.10) 



 

Табл. 2.5. Формулы для вычисления коэффициентов bij условных уравнений поправок 

   
   
⁄  

∂β1 ∂β2 ∂β3 ∂β4 ∂s1 ∂s2 ∂s3 

∂φ1 1 1 1 1 0 0 0 

∂φ2  
(     )

 
  

(       
( )
)

 
  

(       
( )
)

 
 0       

( )
       

( )
       

( )
 

∂φ3  
(     )

 
  

(       
( )
)

 
  

(       
( )
)

 
 0       

( )
       

( )
       

( )
 

 

Табл. 2.6. Вычисление приближённых значений координат определяемых пунктов 

 βi si (м) αi
(0) 

cos αi
(0)

 sin αi
(0)

 ΔXi
(0)

 (м) ΔYi
(0)

 (м) Xi
(0)

 (м) Yi
(0)

 (м) 

   84°57′10,7″       

Н 192°43′20,5″       5419,866 8258,602 

  893,244 97°40′31,2″ –0,133560 +0,991041 –119,301 +885,241   

ПП1 107°19′32,8″       5300,565 9143,843 

  793,531 25°00′04,0″ +0,906299 +0,422636 +719,177 +335,375   

ПП2 085°48′48,4″       6019,742 9479,218 

  1027,509 290°48′52,4″       
П р и м е ч а н и е .  Подчёркиванием выделены исходные данные и результаты измерений. 
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Тогда матрица B коэффициентов и вектор W невязок условных уравнений 

поправок будут равны 

 

  (

                       

         
 

         
 

         
 

         
 

         
 

  

         
 

  
|

                        

                          
 

                          
 

)   

 

   (

      

       
       

)  

 

В предположении, что все длины сторон измерены равноточно, а все углы пово-

рота измерены равноточно и независимо между собой, назначим веса pi измере-

ний, приняв за единицу веса результат измерения одной стороны и полагая, что 

соотношение средних квадратических ошибок mβ угловых и ms линейных измере-

ний известно достаточно надёжно и 

 

     , 

       . 

 

Тогда веса назначаются согласно формуле 

 

   
  

  
   (2.3.12) 

 

обратные веса 

 

   
 

  
  (2.3.13) 

 
и при 

 

      (2.3.14) 
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и обратная весовая матрица QY окажется единичной. Тогда везде далее умноже-

ние на QY можно будет опустить. Однако не все элементы этой матрицы, стоящие 

на главной диагонали, будут являться безразмерными величинами, что следует 

учитывать при всех последующих вычислениях: 

 

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  

   
 
   

  
 
   

  

 
  

   
 
   

  

 
  

   

 
   

  
 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  

 
  

   
 
   

  
 
   

  

 
  

   
 
   

  

 
  

   

 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  

    

 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  
 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  
 
   

  

 
   

  
 
   

  

 
   

  )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    

здесь угловые измерения занумерованы первыми, а линейные — последними. 

Далее вычисляем матрицу N коэффициентов и вектор K коррелат нормаль-

ных уравнений коррелат по формулам (2.1.11) и (2.1.13): 

 

  

(

 
 

       
  

   

       
  

   

  

   
    

  

   

|
|

       
  

   
       

  

   

       
  

   
       

  

   

       
  

   )

 
 
      (

     

       
       

)  

 

Вектор V поправок к результатам измерений рассчитаем по формуле (2.1.15): 

 

  

(

 
 
 
 

     
     
     
     

       
       
       )
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Получим теперь уравненные углы поворота и длины сторон согласно 

(2.1.16): 

 ̅        
                          

 ̅        
                          

 ̅        
                          

 ̅        
                          

 ̅                                
 ̅                                
 ̅                                

 

Выполним контроль вычислений согласно (2.1.17), подставив уравненные 

значения в исходные уравнения связи (2.3.2)–(2.3.4) и рассчитав уравненные зна-

чения дирекционных углов αi сторон полигонометрического хода по формуле: 

 

 ̅   ̅     ̅        (2.3.15) 

 

Тогда 

 

 ̅         ̅            
                                      

 ̅   ̅   ̅            
                                      

 ̅   ̅   ̅            
                                      

 

В итоге получим 

 

      ∑ ̅ 

  

   

                

             (                                                  )   

                                    

 

∑ ̅     ̅ 

  

   

 (           )   

                                                    

                            (         м          м)     

 

∑ ̅     ̅ 

  

   

 (           )   

                                                   

                            (         м          м)     
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Контроль выполняется — следовательно, ошибок при вычислениях допуще-

но не было. 

Теперь вычислим квадратичную форму Ф по основной (2.1.18) и контроль-

ной (2.1.19) формулам: 

               
              

       

 

Полученные значения также совпали, то есть выполняется ещё один из воз-

можных контролей вычислений. 

Средняя квадратическая ошибка линейных измерений, в нашем случае рас-

сматриваемая также как средняя квадратическая ошибка единицы веса, будет вы-

числяться по формуле Бесселя (2.1.20) и окажется равна 

 

     √
          

 
         

 

Тогда средняя квадратическая ошибка угловых измерений — 

 

         

 

Оценим теперь точность уравненных углов поворота и длин сторон по фор-

мулам (2.1.21–2.1.22). Обратная весовая матрица поправок к результатам измере-

ний будет равна 

 

   

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

     
  

   
     

  

   

     
  

   

     
  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   

     
  

   

     
  

   
     

  

   

    

     
  

   
     

  

   

     
  

   

     
  

   

|

|

|

|

     
  

   
     

  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   
     

  

   

     
  

   
      

 

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   

     
  

   )

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

а обратная весовая матрица уравненных углов поворота и длин сторон — 
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  ̅  

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

     
  

   
     

  

   

     
  

   

     
  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   

     
  

   

     
  

   
     

  

   

    

     
  

   
     

  

   

     
  

   

     
  

   

|

|

|

|

     
  

   
     

  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   
     

  

   

     
  

   
      

 

   
     

  

   

     
  

   
     

  

   

     
  

   )

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Их средние квадратические ошибки согласно (2.1.23) будут равны: 

 

  ̅ 
        √     

  

   
       

  ̅ 
        √     

  

   
       

  ̅ 
        √     

  

   
       

  ̅ 
        √     

  

   
       

   ̅         √             

   ̅         √             

   ̅         √             

 

Чтобы найти уравненные координаты определяемых пунктов, представим их 

как функции от уравненных измерений, например: 

 

 ̅        ∑ ̅     ̅ 

 

   

  (2.3.16) 

 ̅        ∑ ̅     ̅ 

 

   

 (2.3.17) 

или 

 ̅   ̅      ̅   
 ̅   ̅      ̅   

(2.3.18) 

где 

  ̅   ̅     ̅   
  ̅   ̅     ̅   

(2.3.19) 

 

Для этого полностью заполним табл. 2.7. 



 

 

Табл. 2.7. Вычисление уравненных значений координат определяемых пунктов 

  ̅   ̅  ( )  ̅      ̅      ̅    ̅  ( )   ̅  ( )  ̅  ( )  ̅  ( ) 
   84°57′10,7″       

Н 192°43′20,2″       5419,866 8258,602 

  893,215 97°40′30,9″ –0,133558 +0,991041 –119,296 +885,213   

ПП1 107°19′34,5″       5300,570 9143,815 

  793,567 25°00′05,4″ +0,906297 +0,422642 +719,207 +335,395   

ПП2 085°48′51,7″       6019,777 9479,210 

  1027,548 290°48′57,1″       
П р и м е ч а н и е .  Подчёркиванием выделены исходные данные и уравненные значения измеренных величин. 

 

Табл. 2.8. Формулы для вычисления элементов fij матрицы F частных производных функций от измеренных величин 

   
   
⁄  

∂β1 ∂β2 ∂β3 ∂β4 ∂s1 ∂s2 ∂s3 

∂XПП1  
( ̅      )

 
 0 0 0      ̅  0 0 

∂YПП1  
( ̅      )

 
 0 0 0      ̅  0 0 

∂XПП2  
( ̅      )

 
  

( ̅     ̅   )

 
 0 0      ̅       ̅  0 

∂YПП2  
( ̅      )

 
  

( ̅     ̅   )

 
 0 0      ̅       ̅  0 
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Чтобы оценить точность уравненных координат определяемых пунктов, вы-

числим их обратную весовую матрицу согласно (2.1.24). Элементы матрица F 

частных производных в таком случае будут определяться по формулам, представ-

ленным в табл. 2.8. Тогда 

 

  

(
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Средние квадратические ошибки уравненных координат определяемых пунк-

тов в таком случае согласно (2.1.26) будут равны: 

 

  ̅           √               

  ̅           √               

  ̅           √               

  ̅           √               
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3. КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ 

 

 

Задание №1. Выполнить по методу наименьших квадратов уравнивание ни-

велирной сети, содержащей четыре определяемых пункта и состоящей из девяти 

ходов. В результате уравнивания должны быть получены уравненные отметки 

определяемых реперов  ̅ , уравненные превышения  ̅  и их средние квадратиче-

ские ошибки   ̅  и   ̅ 
, а также средняя квадратическая ошибка  км определения 

превышения по ходу длиной 1 км. 

Исходные данные и конфигурация исходной сети определяются по вариан-

там согласно приложению А. Если вместо значения измерения по какому-то ходу 

указан прочерк, то этот ход в данном варианте отсутствует. Например, в схеме 

нивелирной сети для 20-го варианта будут отсутствовать третий и пятый ходы. 

Оставшиеся ходы для удобства можно перенумеровать. 

 

 

Задание №2. Выполнить по методу наименьших квадратов уравнивание по-

лигонометрического хода (рис. 3.1). 

 

 
Рис. 3.1. Схема полигонометрического хода. 

 

В результате уравнивания должны быть получены уравненные координаты 

определяемых пунктов  ̅  и  ̅ , уравненные длины сторон   ̅ и углы поворота  ̅ , а 

также их средние квадратические ошибки   ̅ ,   ̅  и   ̅ ,   ̅ 
. Исходные данные 

выбираются по вариантам согласно приложению Б. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ А. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ ДЛЯ УРАВНИВАНИЯ 

НИВЕЛИРНОЙ СЕТИ 
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И С Х О Д Н Ы Е  Д А Н Н Ы Е  И  Р Е З У Л Ь Т А Т Ы  И З М Е Р Е Н И Й  

вариант 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

HМi1 (м) 219,681 267,456 327,871 377,093 432,604 486,556 547,285 602,971 657,889 162,891 

HМi2 (м) 218,308 266,176 329,160 381,071 436,656 486,645 543,320 595,341 658,425 162,989 

HМi3 (м) 215,514 273,353 ― 377,535 ― 489,576 540,491 598,706 ― 161,972 

HМi4 (м) 216,905 ― ― ― ― ― ― 597,255 ― ― 

h1 (м) –3,102 +2,359 ― +5,167 –2,259 +0,312 –0,221 –2,254 –1,071 –2,808 

h2 (м) –5,266 +1,114 –1,942 –2,117 +1,032 +7,960 –4,785 ― –1,601 ― 

h3 (м) +6,948 –4,771 –7,837 –2,458 –3,347 +7,619 ― +0,367 +0,901 –4,502 

h4 (м) ― ― –3,529 –0,326 –3,998 +4,114 –3,751 +1,604 –1,436 –5,150 

h5 (м) –3,694 ― +2,379 –4,460 ― –3,477 +2,354 –3,993 +3,562 +1,850 

h6 (м) +4,791 –2,594 ― –4,107 +5,798 ― –6,107 –2,761 –1,186 ― 

h7 (м) –0,374 –8,945 –0,647 ― –5,081 ― –5,165 –5,372 ― +1,301 

h8 (м) –4,866 –1,794 –6,543 ― ― –3,387 ― +0,746 –4,448 +2,276 

h9 (м) ― –5,253 –4,891 +0,940 +1,155 –0,439 –7,144 –4,701 +3,828 +1,880 

h10 (м) –0,683 +0,636 +1,029 +4,886 +0,474 –3,473 –0,453 ― ― +4,128 

s1 (м) 2,2 13,2 ― 18,9 1,3 16,5 2,8 14,6 18,2 8,7 

s2 (м) 15,8 4,2 12,2 7,8 13,5 4,0 11,7 ― 10,2 ― 

s3 (м) 3,7 18,4 10,2 11,7 11,3 3,6 ― 11,8 10,1 11,3 

s4 (м) ― ― 18,5 18,2 12,1 13,4 11,6 1,5 6,7 3,0 

s5 (м) 9,4 ― 1,5 5,6 ― 3,0 13,1 18,8 2,5 3,6 

s6 (м) 12,4 4,3 ― 5,1 12,9 ― 7,6 10,4 15,8 ― 

s7 (м) 1,1 16,3 6,4 ― 12,3 ― 9,2 16,8 ― 8,1 

s8 (м) 14,5 18,0 6,3 ― ― 3,2 ― 12,3 5,5 13,9 

s9 (м) ― 1,7 12,1 2,1 1,8 2,2 12,9 18,0 12,3 8,1 

s10 (м) 6,4 12,6 18,9 14,6 11,7 1,7 12,7 ― ― 5,7 

  



 

И С Х О Д Н Ы Е  Д А Н Н Ы Е  И  Р Е З У Л Ь Т А Т Ы  И З М Е Р Е Н И Й  ( П Р О Д О Л Ж Е Н И Е )  

вариант 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

HМi1 (м) 217,697 272,096 328,706 377,856 433,032 494,342 547,218 596,802 651,315 158,438 

HМi2 (м) 214,564 271,357 327,420 376,086 436,420 489,127 542,532 603,797 651,065 162,902 

HМi3 (м) 216,749 267,887 ― 380,579 ― 489,522 541,715 604,493 ― 161,955 

HМi4 (м) 218,221 ― ― ― ― ― ― 596,939 ― ― 

h1 (м) –1,410 +5,803 –7,253 +2,130 –5,058 –2,452 ― +0,378 +3,339 –0,408 

h2 (м) –4,523 +5,116 +0,047 –6,022 –4,751 –0,056 –6,907 +3,587 +3,623 +6,363 

h3 (м) +2,816 +1,747 ― –2,315 –0,346 +2,379 +0,888 ― –0,868 ― 

h4 (м) ― –4,110 –7,299 +3,673 –3,157 ― +1,285 –3,485 +1,136 –2,451 

h5 (м) –0,012 –0,428 –9,613 +0,120 +1,724 ― –2,267 +5,664 –2,575 ― 

h6 (м) –0,492 +4,687 –7,454 –3,617 ― +1,887 +3,550 +5,459 –0,913 –2,521 

h7 (м) ― –5,767 ― +1,132 ― –0,090 –7,404 +6,593 +4,353 +4,005 

h8 (м) –5,947 ― +1,105 –4,332 +2,867 –4,142 +2,939 +1,867 ― –2,431 

h9 (м) +0,986 ― –6,213 ― +4,245 –3,746 ― +0,025 ― +3,897 

h10 (м) –0,548 +4,137 –8,589 ― +1,433 +1,080 –3,050 ― –3,680 +1,510 

s1 (м) 14,8 17,5 10,1 3,8 9,9 13,4 ― 3,1 13,3 5,4 

s2 (м) 11,4 5,0 2,2 7,0 12,9 7,5 11,0 12,7 7,4 2,4 

s3 (м) 4,6 2,1 ― 4,0 8,9 6,1 19,0 ― 12,6 ― 

s4 (м) ― 12,4 6,5 10,0 14,5 ― 18,6 8,5 7,7 7,3 

s5 (м) 7,5 4,9 11,8 17,4 16,3 ― 4,6 16,5 15,6 ― 

s6 (м) 8,8 15,7 5,1 2,6 ― 1,1 16,9 18,1 7,9 3,9 

s7 (м) ― 8,9 ― 1,8 ― 3,8 8,2 18,2 4,6 7,5 

s8 (м) 17,0 ― 10,0 14,6 10,9 13,9 1,7 18,1 ― 7,0 

s9 (м) 13,5 ― 14,3 ― 13,7 1,6 ― 18,7 ― 12,3 

s10 (м) 14,9 4,0 8,4 ― 6,1 1,1 13,4 ― 17,9 7,7 

  



 

И С Х О Д Н Ы Е  Д А Н Н Ы Е  И  Р Е З У Л Ь Т А Т Ы  И З М Е Р Е Н И Й  ( П Р О Д О Л Ж Е Н И Е )  

вариант 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

HМi1 (м) 215,573 265,960 329,993 376,575 432,495 486,860 543,296 598,021 650,418 163,120 

HМi2 (м) 212,111 269,691 325,470 377,944 438,717 493,470 547,707 602,088 658,798 161,762 

HМi3 (м) 216,616 268,027 ― 380,887 ― 492,917 549,305 596,722 ― 158,491 

HМi4 (м) 214,755 ― ― ― ― ― ― 598,272 ― ― 

h1 (м) –3,255 –3,184 –1,307 –4,642 –0,769 –9,144 –2,522 –2,866 +8,428 –0,176 

h2 (м) –0,914 +0,506 –4,930 +1,935 –3,379 –6,115 ― ― +0,016 –3,491 

h3 (м) +0,724 ― –2,393 +8,641 ― +3,022 –0,574 –8,486 ― +1,514 

h4 (м) –4,303 –1,366 +3,679 ― –2,942 +7,812 +6,941 –3,580 –4,470 –1,791 

h5 (м) –3,659 –0,733 ― +1,921 –5,457 +4,764 +0,523 +2,524 +3,181 –0,523 

h6 (м) ― ― –7,767 –4,806 +8,390 +8,272 +6,410 ― –4,180 +2,872 

h7 (м) ― +1,267 –9,476 –1,572 –2,883 +4,695 +1,087 +6,949 +4,956 –5,195 

h8 (м) –2,375 +2,655 –6,948 –6,904 +2,375 ― –6,883 –5,834 +0,713 –0,962 

h9 (м) +0,846 +2,000 ― –3,459 –0,519 ― +9,033 –1,805 ― ― 

h10 (м) –0,959 –0,128 –0,867 ― ― –6,127 ― –1,073 +7,653 ― 

s1 (м) 4,0 10,0 4,5 6,6 1,3 17,1 5,2 7,8 3,4 1,1 

s2 (м) 2,3 15,6 13,0 14,4 10,3 11,7 ― ― 17,9 12,8 

s3 (м) 15,0 ― 3,4 14,4 ― 12,1 14,7 5,9 ― 7,2 

s4 (м) 10,8 11,4 11,6 ― 10,3 3,1 11,4 10,9 17,3 4,2 

s5 (м) 18,2 1,4 ― 8,5 5,8 6,7 15,6 9,1 9,4 11,3 

s6 (м) ― ― 4,2 18,7 3,3 13,0 14,7 ― 15,4 4,5 

s7 (м) ― 10,9 15,8 18,2 13,8 7,9 12,9 18,4 9,0 14,9 

s8 (м) 8,2 10,3 15,0 1,1 3,3 ― 17,2 10,1 17,4 10,9 

s9 (м) 2,6 6,1 ― 15,8 7,8 ― 18,3 2,1 ― ― 

s10 (м) 5,6 12,8 11,2 ― ― 15,3 ― 11,4 12,9 ― 

 



 

ПРИЛОЖЕНИЕ Б. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЯ ДЛЯ УРАВНИВАНИЯ 

ПОЛИГОНОМЕТРИЧЕСКОГО ХОДА 

 
И С Х О Д Н Ы Е  Д А Н Н Ы Е  

№ 
αнач. Xнач. Yнач. Xкон. Yкон. αкон. 

° ′ ″ м м м м ° ′ ″ 

1 160 06 24,4 2452,779 5647,992 1644,033 5863,225 155 05 04,4 

2 1 44 36,8 5828,691 5371,946 6079,331 4762,673 266 12 48,1 

3 292 34 12,4 6324,709 2700,654 6032,606 2913,829 74 32 12,0 

4 264 12 46,2 4551,741 4205,369 3698,826 3975,507 122 48 40,0 

5 182 16 43,1 4226,899 4291,074 3696,863 4341,292 200 14 04,4 

6 108 47 13,9 5323,337 6158,908 5018,442 6792,307 9 27 03,6 

7 194 14 07,2 3993,394 4920,412 3041,205 5482,595 246 34 10,7 

8 204 31 18,5 3243,158 4759,270 3305,950 4055,218 341 54 01,5 

9 44 08 40,6 6426,454 5445,191 6897,705 5498,561 266 38 06,2 

10 347 26 02,2 6159,528 5309,439 7061,254 5041,218 289 47 19,8 

11 291 24 58,1 6304,161 3516,182 5744,918 3214,227 147 26 24,7 

12 13 55 17,4 6696,902 6149,519 7831,322 5842,985 45 15 05,5 

13 199 08 26,8 3456,468 4302,688 3114,471 4858,936 42 22 43,4 

14 175 14 16,5 3733,906 4249,816 2899,391 3921,323 160 29 25,5 

15 171 05 39,2 2934,626 5653,920 3281,934 5071,385 320 57 20,4 

16 186 33 13,1 3534,131 4987,122 3220,394 4376,211 219 48 11,4 

17 77 44 52,6 4472,731 5885,382 3895,834 5751,495 296 22 01,3 

18 214 55 49,7 4043,356 4501,662 3725,235 3817,259 331 06 13,1 

19 172 20 47,5 3324,002 5710,768 2596,394 6132,264 190 16 40,0 

20 229 14 47,2 4874,905 3257,090 4390,888 2162,560 315 52 25,7 

21 340 18 36,4 6960,499 3866,144 6266,869 3539,453 75 21 47,9 

22 260 43 33,6 4791,968 3226,499 5254,750 2510,461 334 26 52,7 

23 334 58 47,8 5594,421 5120,940 6112,826 5722,396 19 18 46,6 

24 297 11 10,5 5668,545 2980,617 5840,925 3203,859 266 03 49,7 

25 87 21 03,6 4744,083 5223,767 4166,865 5654,319 102 55 59,3 

26 205 57 31,5 2543,927 3665,383 2922,056 3687,955 230 25 44,5 

27 348 41 55,2 6474,626 4106,942 7249,472 3854,627 344 20 18,6 

28 160 11 08,3 4772,707 6061,115 3959,548 6080,486 65 48 06,4 

29 95 10 33,6 5144,196 7709,046 4894,432 7874,204 165 13 53,6 

30 158 40 31,8 4504,486 4609,009 3996,688 3661,185 323 39 22,9 



 

У Г Л О В Ы Е  И З М Е Р Е Н И Я  

№ β1 β2 β3 β4 β5 β6 

1 210° 56′ 31,3″ 202° 20′ 28,1″ 101° 38′ 35,4″ 154° 35′ 17,5″ 245° 53′ 04,6″ 159° 34′ 43,3″ 

2 169° 03′ 00,4 138° 01′ 07,3 173° 00′ 10,4 132° 57′ 42,6 119° 33′ 15,1 251° 52′ 56,2 

3 107° 48′ 06,0 138° 10′ 20,1 114° 16′ 08,7 102° 54′ 17,1 225° 28′ 30,3 173° 20′ 50,2 

4 151° 01′ 07,9 101° 51′ 08,9 195° 46′ 12,1 220° 42′ 43,7 101° 23′ 33,1 167° 51′ 12,2 

5 229° 05′ 34,7 184° 02′ 31,2 114° 34′ 19,8 101° 41′ 12,0 229° 06′ 51,6 239° 26′ 55,4 

6 210° 27′ 12,9 240° 34′ 19,5 122° 11′ 53,7 127° 35′ 55,9 144° 54′ 07,7 134° 56′ 12,5 

7 157° 05′ 09,7 108° 55′ 53,2 218° 26′ 24,8 206° 19′ 31,3 174° 13′ 24,3 267° 19′ 43,3 

8 205° 44′ 32,6 210° 40′ 41,7 180° 51′ 44,9 197° 11′ 11,3 265° 31′ 14,5 157° 23′ 18,7 

9 244° 37′ 54,0 131° 02′ 03,0 134° 48′ 44,2 150° 18′ 57,7 120° 37′ 38,9 161° 04′ 00,2 

10 107° 37′ 51,8 245° 19′ 08,0 203° 42′ 01,1 167° 10′ 33,0 190° 27′ 24,4 108° 04′ 31,3 

11 156° 26′ 01,7 165° 57′ 07,4 108° 50′ 19,4 133° 33′ 03,8 209° 39′ 09,4 161° 35′ 56,7 

12 135° 10′ 50,8 164° 47′ 44,7 209° 09′ 56,3 196° 58′ 23,5 199° 13′ 18,2 205° 59′ 34,3 

13 189° 26′ 41,9 94° 51′ 42,3 165° 09′ 22,5 160° 33′ 50,2 204° 23′ 21,5 108° 49′ 10,7 

14 135° 11′ 45,8 261° 21′ 57,1 248° 57′ 12,3 102° 13′ 21,6 201° 59′ 29,5 115° 31′ 23,1 

15 249° 07′ 41,9 183° 49′ 00,7 258° 03′ 47,0 178° 56′ 17,7 229° 27′ 17,9 130° 27′ 40,7 

16 260° 09′ 24,0 233° 23′ 15,3 107° 24′ 07,2 153° 41′ 19,8 136° 48′ 14,6 221° 48′ 34,2 

17 191° 52′ 50,5 216° 20′ 38,0 256° 50′ 54,6 256° 26′ 23,0 128° 42′ 58,1 248° 23′ 18,0 

18 165° 39′ 23,8 144° 52′ 21,1 269° 40′ 11,9 193° 38′ 34,0 201° 26′ 12,6 220° 53′ 37,9 

19 104° 41′ 43,0 268° 59′ 41,7 170° 01′ 54,2 100° 28′ 04,1 268° 50′ 55,3 184° 53′ 39,5 

20 199° 47′ 34,7 182° 51′ 46,2 147° 07′ 51,1 224° 25′ 53,4 163° 10′ 48,7 249° 13′ 44,2 

21 123° 12′ 48,3 132° 58′ 40,7 131° 21′ 12,6 161° 59′ 47,2 157° 54′ 31,1 107° 36′ 19,1 

22 162° 36′ 45,2 265° 38′ 27,3 152° 03′ 01,9 214° 43′ 32,9 98° 47′ 41,3 259° 53′ 52,3 

23 251° 06′ 08,1 213° 51′ 27,9 189° 32′ 38,9 136° 06′ 08,4 98° 10′ 48,3 235° 32′ 55,6 

24 204° 59′ 48,9 236° 57′ 23,7 229° 54′ 30,4 236° 07′ 09,5 232° 26′ 26,3 268° 27′ 21,5 

25 190° 12′ 54,5 221° 55′ 57,5 212° 41′ 58,9 199° 07′ 59,9 132° 05′ 55,6 139° 29′ 55,1 

26 134° 27′ 31,4 114° 13′ 29,8 96° 02′ 38,1 140° 24′ 59,5 158° 27′ 19,4 100° 52′ 30,9 

27 117° 20′ 24,5 231° 28′ 09,9 172° 31′ 24,3 213° 58′ 59,8 196° 48′ 43,1 143° 30′ 31,9 

28 243° 51′ 41,6 107° 32′ 28,2 210° 02′ 31,3 219° 57′ 33,8 110° 51′ 21,7 93° 21′ 31,7 

29 128° 23′ 40,5 98° 12′ 06,8 90° 08′ 27,9 101° 07′ 40,2 155° 22′ 51,5 216° 48′ 32,1 

30 220° 39′ 35,0 236° 19′ 36,3 174° 12′ 58,9 163° 51′ 49,7 212° 50′ 30,8 237° 04′ 30,3 



 

Л И Н Е Й Н Ы Е  И З М Е Р Е Н И Я  

№ 
S1 S2 S3 S4 S5 

м м м м м 

1 245,951 171,151 173,275 229,809 225,378 

2 194,763 276,976 163,999 190,926 156,376 

3 293,125 242,923 123,432 246,744 140,722 

4 295,460 151,774 217,008 290,517 123,473 

5 207,652 124,021 234,088 197,443 120,940 

6 233,840 170,606 130,463 270,728 230,302 

7 280,722 238,354 186,702 227,276 291,417 

8 146,082 273,616 132,493 207,585 186,255 

9 154,622 125,562 198,350 219,268 202,080 

10 208,628 199,687 286,191 143,216 268,278 

11 238,402 214,837 155,064 127,612 251,003 

12 298,911 250,744 217,057 236,740 275,101 

13 151,340 129,200 167,532 163,079 217,150 

14 292,953 279,568 128,214 287,451 234,867 

15 223,884 169,401 166,498 269,125 195,248 

16 134,077 204,882 181,821 279,545 183,410 

17 223,090 237,719 296,310 215,081 299,055 

18 177,032 173,375 262,565 176,722 250,673 

19 153,716 174,706 285,144 290,132 218,510 

20 261,661 211,429 248,530 257,174 258,359 

21 292,980 245,892 161,744 244,557 266,581 

22 179,084 275,012 190,434 271,827 144,715 

23 161,788 199,319 197,853 294,709 202,471 

24 211,701 163,886 194,358 136,941 140,411 

25 239,842 189,274 130,967 161,931 140,892 

26 249,551 213,982 259,212 229,997 273,989 

27 176,263 201,281 190,893 171,722 217,705 

28 170,432 182,406 178,800 120,753 294,622 

29 184,833 130,657 204,073 261,240 205,268 

30 268,340 237,850 266,752 149,694 257,836 
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