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Глава 1
Дифференциальные  уравнения 

возмущённого движения ИСЗ в векторной  
и координатной форме

При выводе дифференциальных уравнений невозмущённого дви-
жения ИСЗ под действием лишь сил взаимного притяжения Земля и 
спутник рассматривались в виде материальных точек. В этом случае 
дифференциальные уравнения невозмущённого движения можно за-
писать в виде [6]

	 0 .r gradV=


 	 (1.1)

В действительности Земля не является ни материальной точкой, 
ни идеальным шаром с равномерным распределением плотности, поэ-
тому силовая функция реальной Земли V будет отличаться от силовой 
функции материальной точки или шара V0 на величину R. Называют эту 
величину возмущающей или пертурбационной функцией и записывают

	 0 .V V R= + 	 (1.2)

Будем считать, что возмущающая функция R включает в себя от-
личие гравитационного потенциала реальной Земли (геопотенциала) 
от гравитационного потенциала шарообразной Земли с равномерным 
распределением плотности R⊕, возмущающие функции притяжения 
Луны R


 и Солнца R


 и приливную возмущающую функцию Rtide, т.е.

	 R = R⊕ + R

 + R


+ Rtide.	 (1.3)

Кроме того, помимо сил гравитационного притяжения на спутник в 
полёте действуют и другие силы, вызывающие дополнительные возму-
щающие ускорения ИСЗ rδ∑ 

  (ускорения от сопротивления атмосферы, 
светового давления, релятивистские ускорения и другие), поэтому диф-
ференциальные уравнения возмущённого движения ИСЗ запишем в виде

	 ( )0 .tider grad V R R R r= + + + + δ∑


 

 

 	 (1.4)
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Возмущающие ускорения, вызванные потенциальными силами, 
могут непосредственно входить в правые части уравнений (1.4), или 
могут быть выражены через градиент возмущающей функции. 

Далее рассмотрим явные выражения правых частей уравнений 
возмущённого движения ИСЗ.

1.1. Формы представления гравитационного потенциала 
Земли

1.1.1. Гравитационный потенциал Земли в виде разложения  
в ряд по сферическим функциям

Гравитационный потенциал –V произвольного твёрдого тела (в 
данном случае Земли) во внешней точке пространства s (мгновенное 
положение ИСЗ) в гринвичской системе координат  , связанной с цен-
тром масс Земли (рис. 1.1), представляет собой интеграл

	 .
'

dV G
r

ρ τ
− = − ∫ 	 (1.5)

где: ρ — текущая плотность твёрдого тела; dτ — элементарный объём 
твёрдого тела.

В дальнейшем будем раскладывать в ряд потенциальную функцию 
V, отличающуюся от потенциала знаком и которую, тем не менее, часто 
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Рис. 1.1. К определению потенциала твердого тела во внешней точке
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тоже называют потенциалом, вопреки его физическому определению.
Применяя формулу косинуса к плоскому треугольнику Ois, пред-

ставим выражение 1
r′

 в виде:

	
2

1 1 1 .

1 2 cos
r r R R

r r

=
′  − ψ +  

 

	 (1.6)

В формуле (1.6) и на рис. 1.1 r' — длина стороны is в треугольнике Ois; 
r — длина стороны Os в треугольнике Ois; R — длина стороны Oi в 
треугольнике Ois; ψ – внутренний угол при вершине O треугольника Ois.

Учитывая то обстоятельство, что выражение вида 
2

1
1 2 z− α + α

является производящей функцией полиномов Лежандра Pn(z), то есть 

( )
2

0

1 ,
1 2

n
n

n
P z

z

∞

=

= α
− α + α

∑  преобразуем выражение (1.6) к виду

	 ( )
0

1 1 cos .
n

n
n

R P
r r r

∞

=

 = ψ ′  
∑ 	 (1.7)

Полиномы Лежандра Pn(z) (аргумент в целях общности здесь обо-
значен буквой z) можно вычислить по формуле Родрига

	 ( ) ( )22 11 .
2 !

n

n n n

d z
P z

n dz
−

= 	 (1.8)

На практике для вычисления полиномов Лежандра часто исполь-
зуется рекуррентная формула Бонне, которая имеет вид

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 2 1 .n n nn P z n zP z nP z+ −+ = + − 	 (1.9)

Как видно из выражения (1.9), при нахождении некоторого полино-
ма необходимо знать выражения для двух предыдущих полиномов. Для 
того, чтобы начать процесс вычислений, нужно иметь в виду, что P0(z) 
= 1, P1(z) = z.

Принимая во внимание выражение (1.7), гравитационный потен-
циал V можно представить в виде
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	 ( )
2

0

1 cos .n
n

RV G P d
r r

∞

=

 = ψ ρ τ 
 

∑∫ 	 (1.10)

Используя формулу для косинуса стороны ψ сферического треу-
гольника is'z (вершина s' – подспутниковая точка, вершина z – точка 
пересечения аппликаты с вспомогательной сферой), можно записать

	 ( )cos sin sin cos cos cos .i i iψ = Φ Φ + Φ Φ Λ − Λ 	 (1.11)

В формуле (1.11) Λ, Φ — сферические координаты внешней точки s, 
а, Λi, Φi — сферические координаты текущей точки твёрдого тела (см. 
рис 1.1.). Воспользуемся теперь формулой сложения для полиномов 
Лежандра

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 !
cos sin sin 2 sin sin cos .

1 !

n
k k

n n i n n i n i
k

n
P P P P P

n=

−
ψ = Φ Φ + Φ Φ Λ − Λ

+∑

(1.12) 

Здесь ( )k
nP (z) — присоединённые функции Лежандра, которые  можно 

вычислить по формуле

	 ( ) ( ) ( ) ( )2 21 .
kk

k n
n k

d P z
P z z

dz
= − 	 (1.13)

Используя выражение (1.12), получим формулу для гравитацион-
ного потенциала Земли V в виде

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

1
0

1
1 1

1
1 1

1 sin sin

2 !1 sin cos sin cos
!

2 !1 sin sin sin sin .
!

n
n n in

n

n
k kn

n n i in
n k

n
k kn

n n i in
n k

V G P R P d
r

n k
G P k R P k d

r n k

n k
G P k R P k d

r n k

∞

+
=

∞

+
= =

∞

+
= =

= Φ Φ ρ τ +

−
+ Φ Λ Φ Λ ρ τ +

+

−
+ Φ Λ Φ Λ ρ τ

+

∑ ∫

∑∑ ∫

∑∑ ∫
(1.14)

Поскольку интегралы в выражении (1.14) для реальной Земли вы-
числить не удаётся (не известен закон распределения плотности внутри 
Земли), Стокс предложил ввести для них следующие обозначения:
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	 ( )sin ;n n
e n n im a J R P d⊕ = − Φ ρ τ∫ 	 (1.15)

	 ( )
( )

( ) ( )2 !
sin cos ;

!
kn n

e nk n i i

n k
m a C R P k d

n k⊕

−
= Φ Λ ρ τ

+∫ 	 (1.16)

	 ( )
( )

( ) ( )2 !
sin sin .

!
kn n

e nk n i i

n k
m a S R P k d

n k⊕

−
= Φ Λ ρ τ

+∫ 	 (1.17)

В этих формулах ae — средний экваториальный радиус Земли (в данном 
случае введён в качестве масштабирующего множителя). Jn, Cnk, Snk — 
безразмерные коэффициенты (стоксовы постоянные), характеризующие 
гравитационное поле Земли. Коэффициенты Jn называются зональными 
коэффициентами. Коэффициенты Cnk, Snk называются долготными коэффи-
циентами, причём, если k = n они называются секториальными, а если k 
≠ n — тессеральными долготными коэффициентами. Значения коэффици-
ентов Jn, Cnk, Snk зависят от формы Земли и распределения масс внутри неё.

С учётом введённых обозначений (1.15) – (1.17) формула для гра-
витационного потенциала V примет вид

	

( )

( ) ( ) ( )

0

1 1

sin

cos sin sin .

n
e

n n
n

nn
ke

nk nk n
n k

Gm aV J P
r r

Gm a C k S k P
r r

∞
⊕

=

∞
⊕

= =

 = − Φ + 
 

 + Λ + Λ Φ 
 

∑

∑∑ 	 (1.18)

Рассмотрим первые члены  разложения (1.18). С учётом того, что  
P0(sinΦ) = 1, ∫ρdτ = m⊕, из (1.15) находим: J0 = –1.

Полагая в (1.15) n = 1, а в (1.16) и (1.17) n = 1, k = 1, и учитывая, что  
P1(sinΦ) = sinΦ, ( ) ( )1

1 sin cosP Φ = Φ , находим

	 1 0 ;sinem a J R d Zdm m Z⊕ ⊕= − Φρ τ = − = −∫ ∫ 	 (1.19) 

	 11 0cos cos ;em a C R d Xdm m X⊕ ⊕= Φ Λρ τ = =∫ ∫ 	 (1.20)

	 11 0cos sin ,em a S R d Ydm m Y⊕ ⊕= Φ Λρ τ = =∫ ∫ 	 (1.21)

где X0, Y0, Z0 — координаты  центра масс Земли.
Если начало системы координат совмещено с центром масс Земли, 

то в этом случае получаем, что
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	 J1 = 0, C11 = 0, S11 = 0.	 (1.22)

Поэтому формула для гравитационного потенциала Земли V при-
нимает следующий вид

	

( )

( ) ( ) ( )

0
2

2 1

sin

cos sin sin .

n
e

n n
n

nn
ke

nk nk n
n k

Gm Gm aV V R J P
r r r

Gm a C k S k P
r r

∞
⊕ ⊕

⊕
=

∞
⊕

= =

 = + = − Φ + 
 

 + Λ + Λ Φ 
 

∑

∑∑ 	 (1.23)

Такая форма представления геопотенциала рекомендована Меж-
дународным Астрономическим Союзом. Разложение геопотенциала 
в ряд по сферическим функциям стало уже классическим и широко 
применяется. Правда, такое представление не является единственно 
возможным. Иногда используют и другие разложения.

1.1.2. Потенциал двух неподвижных центров
Рассмотрим следующую функцию координат [1]

	
1 2

1 1 ,
2

Gm i iV
r r

⊕  + σ − σ′ = + 
 

	 (1.24)

в которой 

( ) 22 2
1 ,r X Y Z c i= + +  − σ +    ( ) 22 2

2 .r X Y Z c i= + +  − σ −    (1.25)

Здесь c и σ — вещественные параметры, а i =  1−  — мнимая единица.

Раскладывая функцию V' в ряд по степеням ( )2 2 2 ,c r X Y Z
r

= + +   
получим выражение

	 ( )
0

sin ,
n

e
n n

n

Gm aV J P
r r

∞
⊕

=

 ′ ′= − Φ 
 

∑ 	 (1.26)

в котором введено обозначение

	 ( )( ) ( )( )1 1 1 .
2

n
n n

n
e

cJ i i i i
a

   ′ = − + σ σ + + − σ σ −    
	 (1.27)

Учитывая, что J'0 = –1, J’1 = 0, формулу для функции V' можно 
переписать в виде
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	 ( )
2

sin .
n

e
n n

n

Gm Gm aV J P
r r r

∞
⊕ ⊕

=

 ′ ′= − Φ 
 

∑ 	 (1.28)

Сравнение формулы (1.28) с формулой (1.23)

( )

( ) ( ) ( )

0
2

2 1

sin

cos sin sin

n
e

n n
n

nn
ke

nk nk n
n k

Gm Gm aV V R J P
r r r

Gm a C k S k P
r r

∞
⊕ ⊕

⊕
=

∞
⊕

= =

 = + = − Φ + 
 

 + Λ + Λ Φ 
 

∑

∑∑

показывает, что функцию V' можно интерпретировать как потенциал 
притяжения тела, обладающего осевой симметрией. Подберём значе-
ния параметров c и σ таким образом, чтобы функция V' была наиболее 
близкой к функции V. Найдя из соотношения (1.27) выражения для J'2 
и J'3, можно составить два условия

	 ( ) ( )2 2 2 3 2 3
2 3;1 2 .1e ec J a c J a+ σ = σ + σ = 	 (1.29)

Из решения этой системы  уравнений находим, что

	
2

3
2

2

;
2e
Jc a J
J

 
= −  

 
 3

2

3
2 2

2

.

2
2

J

JJ J
J

σ =
 

−  
 

	 (1.30) 

Подставив в правые части найденных выражений числовые зна-
чения

ae = 6378136 м, J2 = 1082,636023∙10–6, J3 = –2,532435∙10–6, получим 
c = 209730 м; σ = –0,035568.

При этих значениях с и σ из выражения (1.27) вычисляем

J'4 = –1,166177∙10–6

Таким образом, хотя J'4 и J4 = –2,37089∙10–6 не равны друг другу, 
однако их разность меньше, чем J4. 

Потенциал –V' имеет промежуточный характер между потенциалом 
истинной Земли и Земли шарообразной.

Перечислим важнейшие свойства функции V':
Функция V' включает в себя вторую, третью и частично четвёртую 

зональные гармоники геопотенциала;
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Разность V–V' содержит члены, порядок которых не больше 10–6;
Функция V' зависит от величин Gm⊕, J2, J3∙(Gm⊕, c, σ), которые в 

настоящее время определены с наиболее высокой точностью;
Дифференциальные уравнения движения материальной точки в 

поле с потенциалом V' строго интегрируются в квадратурах. (Однако 
учёт влияния всех остальных возмущений выполняется методом вариа-
ции произвольных постоянных, что приводит к уравнениям для возму-
щений параметров промежуточной орбиты задачи двух неподвижных 
центров, которые ничуть не проще классических уравнений Лагранжа 
для кеплеровых элементов).

1.1.3. Точечное представление геопотенциала
Если аппроксимировать массу Земли некоторой дискретной совокуп-

ностью точечных масс, то при вычислении гравитационного потенциала, 
который создаёт Земля во внешней точке пространства, интегрирование  
по всему объёму Земли (1.5) можно заменить суммированием. Тогда 
функцию V можно представить формулой

	 '
1

,
N

i

i i

mV G
r=

δ
= ∑ 	 (1.31)

в которой расстояние от каждой i-той точечной массы до внешней 
точки удобно определить по координатам в равноденственной системе 
координат xyz

( ) ( ) ( )2 2 2 ,i i i ir x x y y z z′= − + − + −

предварительно преобразовав в эту систему координаты точечных масс 
из общеземной системы координат XYZ, в которой они, как правило, 
и задаются

	 ,
i i

i i

i

T

i

T T TP N W
x X
y Y
z Z

   
   = Π   
   
   

	 (1.32)

где P — матрица прецессии; N — матрица нутации; W — матрица су-
точного вращения Земли; Π — матрица движения полюсов; значок «T» 
означает операцию транспонирования матрицы.

Дифференциальные уравнения движения ИСЗ в этом случае (без 
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учёта возмущений от других факторов) существенно упрощаются и 
принимают вид

	

( )

( )

( )

3

3

3

1

1

1

;

;

.

N
i i

i i

N
i i

i i

N
i i

i i

m x xVx G
x r

m y yVy G
y r

m z zVz G
z r

=

=

=

δ −∂
= = −

∂ ′

δ −∂
= = −

∂ ′

δ −∂
= = −

∂ ′

∑

∑

∑






	 (1.33)

Вычисление правых частей и производных от правых частей по 
координатам этих уравнений не представляет труда, что и определяет 
преимущество данного представления гравитационного потенциала при 
численном интегрировании дифференциальных уравнений движения ИСЗ.

При практическом применении рассматриваемого способа точеч-
ными массами аппроксимируют не всю Землю (получается слишком 
много точек), а только её часть, но при этом на точечные массы накла-
дываются определённые условия. Известно, например, представление 
гравитационного потенциала Земли 426 точечными массами.

Для аналитического интегрирования точечное представление неу-
добно, так как приводит к более сложному разложению возмущающей 
функции геопотенциала.

1.2. Возмущающие ускорения ИСЗ от зональной части 
     гравитационного поля Земли

Используя формулу (1.9) для вычисления полиномов Лежандра, 
получим возмущающую функцию от первых шести зональных гармоник 
геопотенциала в виде

 

2 32 3

2 33 2 4 3

4 54 2 5 3

4 55 4 2 6 5 3

6 6 4 2

6 7 6 4 2

1 13 1 5 3
2 2

1 135 30 3 63 70 15
8 8

1 231 315 105 5 .
16

e e

e e

e

a az z zR J J
rr r r r

a az z z z zJ J
rr r r r r r

a z z zJ
r r r r

   
= − μ − − μ − −   

   
   

− μ − + − μ − + −   
   
 

− μ − + − 
  (1.34)
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Здесь μ = Gm⊕ - геоцентрическая гравитационная постоянная.
Тогда дифференциальные уравнения возмущённого движения ИСЗ 

с учётом только этих шести  зональных гармоник гравитационного поля 
Земли запишутся в виде

	
2  3  4  5  6  3 .J J J J J

rr r r r r r
r

= −μ + δ + δ + δ + δ + δ     

 





    	 (1.35)

В этих уравнениях

2

2

2

2 2

2 5 2

3

2

5

3 5
2

5 3

e
J

xz x
r

a yzr J y
r r

z z
r

 
− 

 
 

δ = μ − 
 
 

− 
 



  – возмущающее ускорение от второй зональ-

ной гармоники гравитационного потенциала Земли, J2 = 1082,636023∙10–

6 — коэффициент второй зональной гармоники, μ
3

14
2

ì
=3,9860044 10

ñ
  

— геоцентрическая гравитационная постоянная; ae = 6378136 м — эква-

ториальный радиус Земли, x, y, z – геоцентрические равноденственные 
прямоугольные координаты ИСЗ;

3

3

2

3 3

3 7 2

4
2 2

2

7 3

5 7 3
2

7 33
5

e
J

xz xz
r

a yzr J yz
r r

z z r
r

 
− 

 
 

δ = μ − 
 
 

− + 
 



  — возмущающее ускорение от третьей 

зональной гармоники гравитационного потенциала Земли,
J3= –2,532435∙10–6 — коэффициент третьей зональной гармоники;

4

4 2

4 2

4 4 2

4 7 4 2

5 3

4 2

315 105 15
2 2

1 315 105 15
4 2 2

315 175 75
2 2

e
J

xz xz x
r r

a yz yz yr J
r r r

z z z
r r

 
− + 

 
 

δ = μ − + 
 
 

− + 
 



  — возмущающее ускорение от 
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четвёртой зональной гармоники гравитационного потенциала Земли,

5

5 3

4 2

5 5 3

5 9 4 2

6 4 2
2 2

4

693 630 105
2

1 693 630 105
8 2

693 945 315 15

e
J

xz xz xz
r r

a yz yzr J yz
r r r

z z r z r
r

 
− + 

 
 

δ = μ − + 
 

− 
+ − 

 



  — возмущающее ускоре-

ние от пятой зональной гармоники гравитационного потенциала Земли,
J5 = –0,227716∙10–6 — коэффициент пятой зональной гармоники;

6

6 4 2

6 4 2

6 6 4 2

6 9 6 4 2

7 5 3

6 4 2

3003 3465 945 35

1 3003 3465 945 35
16

3003 4851 2205 245

e
J

xz xz xz x
r r r

a yz yz yzr J y
r r r r

z z z z
r r r

 
− + − 

 
 

δ = μ − + − 
 
 

− + − 
 



  — возмущающее 

ускорение от шестой зональной гармоники гравитационного потенци-
ала Земли,

J6 = 0,00608∙10–6 — коэффициент шестой зональной гармоники.

1.3. Возмущающая функция и возмущающие ускорения ИСЗ 
    от лунно-солнечного прилива

Потенциал в пункте земной поверхности складывается из грави-
тационного потенциала внешних тел (Луны, Солнца и больших планет 
Солнечной системы) и собственного потенциала Земли, возмущённого 
приливными деформациями. Внешний потенциал состоит из постоян-
ной во времени части и зависящих от времени гармоник. 

Геопотенциал может быть представлен относительно одной из 
следующих систем координат:

в системе координат, связанной со «средним» приливом;
в системе координат, свободной от приливов;
в системе координат, соответствующей «нулевому» приливу.
Если из гравитационного потенциала вычесть приливные поправки, 

зависящие от времени, то полученный потенциал называется потенциалом, 
соответствующим «среднему приливу». Геопотенциал «среднего прилива» 
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равен сумме постоянных частей внешнего и возмущённого потенциалов.
Удаление постоянной части внешего потенциала из геопотенциала 

«среднего прилива» приводит к потенциалу «нулевого прилива».
Постоянная часть возмущающего потенциала всё ещё присутствует 

в геопотенциале; удаление этой компоненты приводит к геопотенциалу, 
свободному от приливов. 

В отличие от потенциала термин «нулевой прилив», применённый 
к коре и связанным с ней величинам, является синонимом термина 
«средний прилив» (рис. 1.2).

Приливное возмущение в движении ИСЗ заключается в том, что 
приливная деформация уровенной поверхности геопотенциала вслед-
ствие притяжения Луны и Солнца приводит к изменению значения 
геопотенциала в любой фиксированной внешней точке. В теории прили-
вов этот потенциал представляется в виде разложения по сферическим 
функциям. Если в теории движения ИСЗ учитывать лишь первый член 
этого разложения, то приливная возмущающая функция примет вид

	 ( )
3

2

2 23 cos .
j

e e
tide j j

j

a aR k P
r r

 
= μ χ  

 
	 (1.36)

Здесь k2 = 0,3 — второе число Лява, характеризующее  деформацию 
уровенной поверхности;
χj — угол между геоцентрическими направлениями на ИСЗ и приливной 

Рис. 1.2. Приливные деформации

,

,

 - 
( )

 –  ( )

 –  ( )
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«горб»; χj = ψj + Δψj, причём ψj — угол между геоцентрическими на-
правлениями на ИСЗ и возмущающее тело; Δψj = 5°±2'' — запаздывание 
приливного «горба» относительно подлунной или подсолнечной точек.

Учитывая, что полином Лежандра ( ) 2
2

3 1cos cos
2 2j jP χ = χ −   

и cos j j j
j

j

xx yy zz
rr

+ +
χ = , можно получить выражения для возмущаю-

щих ускорений в виде

( )
5

2
23

3 1 5cos 2 cos ;
2j

j e
tide j j j

j j

a rx k x x
r r r

 μ  δ = − χ + χ  
    



( )
5

2
23

3 1 5cos 2 cos ;
2j

j e
tide j j j

j j

a ry k y y
r r r

 μ  δ = − χ + χ  
    



;

	 ( )
5

2
23

3 1 5cos 2 cos .
2j

j e
tide j j j

j j

a rz k z z
r r r

 μ  δ = − χ + χ  
    

 	 (1.37)

Здесь x, y, z — координаты ИСЗ; r — модуль геоцентрического 
вектора ИСЗ; xj, yj, zj — координаты возмущающего тела: Луны (j = 2), 
Солнца (j = 3); rj — модуль геоцентрического вектора возмущающего тела.

1.4.  Возмущающие ускорения ИСЗ и возмущающие 
    функции от притяжения Луны и Солнца

1.4.1. Уравнения движения трёх тел
Возмущающее воздействие на ИСЗ со стороны Луны или Солнца 

будем рассматривать на основе решения задачи трёх тел. Пусть заданы 
три точечные массы: m⊕ (масса Земли), m (масса ИСЗ), mj (масса возму-
щающего тела: Луны или Солнца), перемещающиеся в пространстве 
под действием сил взаимного притяжения. Требуется вывести уравнения 
движения этих материальных точек. Взаимное положение рассматри-
ваемых материальных точек задаётся тремя векторами: r  — геоцен-
трический вектор ИСЗ, jr  — геоцентрический вектор возмущающего 
тела, Δ



 — спутникоцентрический вектор возмущающего тела.
Относительно произвольной неподвижной точки O положение ка-

ждой из материальных точек зададим векторами R⊕



 — вектор Земли, 
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R


 — вектор ИСЗ, jR


 — вектор возмущающего тела (рис. 1.3).

На основании второго закона Ньютона и закона всемирного тяго-
тения в векторной форме можно записать [8]:

3 3 ;j
j

j

m mm mm R G r G r
r r

⊕⊕
⊕ ⊕ = +


 



3 3 ;jmmm mmR G r G
r
⊕= − + Δ

Δ

 





	
3 3 .j j

j j j
j

m m mm
m R G r G

r
⊕= − − Δ

Δ




   	 (1.38)

В координатной форме уравнения (1.38) представляют собой девять 
дифференциальных уравнений движения второго порядка, поэтому 
при их интегрировании должны получить восемнадцать интегралов 
и восемнадцать произвольных постоянных интегрирования. Однако 
уравнения (1.38) до конца не интегрируются и найдены лишь десять 
интегралов и десять произвольных постоянных.

1.4.2. Десять известных интегралов
Складывая почленно левые и правые части уравнений (1.38), по-

лучим дифференциальное уравнение в векторной форме

Рис. 1.3. Векторы в задаче трёх тел

                                                       

                                             m                                                                              

                                                                          Δ                                                       

                                                                                                                               

          ⨁                                                                                                              

                                                                                                                                 

                            ⨁                                                                                                

                                                                                                                               

                                                                                                                               

                                                                                                                               

                                                                                                                               

                                                  O 
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	 0,j jm R mR m R⊕ ⊕ + + =
  

   	 (1.39)

которое легко интегрируется. В результате двукратного интегрирования 
получим

	 ;j jm R mR m R a⊕ ⊕ + + =


 









	 (1.40)

	 .j jm R mR m R at b⊕ ⊕ + + = +


  

 	 (1.41) 

Здесь компоненты векторов a , b


 — произвольные постоянные, 
t — время. Таким образом, в координатной форме получены шесть 
произвольных постоянных; ax, ay, az, bx, by, bz.

Введя радиус-вектор R


c.g. центра масс системы трёх тел, который 
задаётся формулой

	 . . ,j j
c g

j

m R mR m R
R

m m m
⊕ ⊕

⊕

+ +
=

+ +

  



	 (1.42)

получим закон движения центра масс этой системы в виде

	 . . ;c g
j

a bR
m m m⊕

+
=

+ +







	 (1.43)

	 . . .c g
j

aR
m m m⊕

=
+ +





 	 (1.44)

Полученные шесть постоянных интегрирования, отражают тот 
факт, что центр масс системы трёх тел перемещается прямолинейно и 
равномерно.

Умножим каждое из уравнений (1.38) векторно соответственно на 
векторы R⊕



, R


, jR


 и сложим левые и правые части. В результате получим

	 0.j j jm R R mR R m R R⊕ ⊕ ⊕× + × + × = 





    

	 (1.45)

Интегрируя уравнение (1.45), находим

	 .j j jm R R mR R m R R C⊕ ⊕ ⊕× + × + × = 





    

	 (1.46)

Вектор C


 определяет плоскость, называемую иногда неизменяемой 
плоскостью Лапласа. В координатной форме имеем ещё три постоянные 
интегрирования: cx, cy, cz.
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Умножаем теперь каждое из уравнений (1.38) скалярно соответ-
ственно на R⊕



, R


, jR


 и складываем

( )( ) ( )( )
( )( )

3 3

3Ä

j j j

j
j j

j

j
j j

m R R mR R m R R
m mm mG R R R R G R R R R

r r
mm

G R R R R

⊕ ⊕ ⊕

⊕⊕
⊕ ⊕ ⊕ ⊕

⋅ + ⋅ + ⋅ =

= − − − − − − −

− − −

     

       

     

   









 

 (1.47)

Полученное уравнение можно записать и в такой форме

( )1 0,
2

j j
j j j

j

m m mmm md dm R R mR R m R R G
dt dt r r

⊕⊕
⊕ ⊕ ⊕

 
⋅ + ⋅ + ⋅ − + + =  

 

     



     

(1.48)

что позволяет его сразу же проинтегрировать. В результате получим

( )1 .
2

j j
j j j

j

m m mmm mm R R mR R m R R G H
r r

⊕⊕
⊕ ⊕ ⊕

 
⋅ + ⋅ + ⋅ − + + =  

 

     



     

(1.49)

В уравнении (1.49) 

( )1
2 j j jm R R mR R m R R T⊕ ⊕ ⊕⋅ + ⋅ + ⋅ =     

     

 — кинетическая энергия; 

j j

j

m m mmm mG U
r r

⊕⊕
 

− + + = −  
 

 — потенциальная энергия, поэтому 

коротко можно записать

	 T – U = H, 	 (1.50)

где H — ещё одна — десятая произвольная постоянная интегрирования, 
означающая, что полная энергия в системе  трёх тел постоянна.

1.4.3. Уравнения относительного движения
При решении задач космической геодезии используются, в основном, 

уравнения относительного движения (движение спутника относительно 
центра масс Земли). Для вывода таких уравнений из (1.38) выпишем 
дифференциальные уравнения движения для Земли и для спутника:
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	 3 3 ,j
j

j

mmR G r G r
r r⊕ = +



 

 	 (1.51)

	 3 3 .jmmR G r G
r

⊕= − + Δ
Δ

 



 	 (1.52)

Вычитая уравнение (1.51) из уравнения (1.52), получим в векторной 
форме дифференциальное уравнение движения спутника относительно 
центра масс Земли

	 3 3 3 .j
j

j

rm mr G r Gm
r r

⊕
 + Δ

+ = −  Δ 











  	 (1.53)

Введём скалярную функцию Rj, которую, как известно, называют 
возмущающей или пертурбационной функцией

	 3

1 .j
j j

j

r r
R Gm

r
 ⋅

= −  Δ 

 

 	 (1.54)

Тогда уравнение движения можно переписать в виде

	 ( )0 ,jr grad V R= +


 	 (1.55)

где

	 0 .m m mV G G
r r r

⊕ ⊕+ μ
= ≅ = 	 (1.56)

1.4.4. Преобразование возмущающих функций притяжения  
Луны и Солнца

Обычно рассматривают две совершенно одинаковые  задачи трёх 
тел: Земля – ИСЗ – Луна или Земля – ИСЗ – Солнце. Возмущающую 
функцию (1.54) задачи трёх тел преобразуем к виду [2;3]

	 3 2

1 1 cos .j
j j j j

j j

r r rR Gm
r r

   ⋅
= − = μ − ψ      Δ Δ   

 

 	 (1.57)

Используя формулу косинусов, применительно к плоскому треу-
гольнику m⊕mmj (рис.1.3) и определение производящей функции поли-

номов Лежандра, представим 1
Δ

 в виде
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( )
2

0

1 1 1 1 cos ,

1 2 cos

n

n j
nj j j

j
j j

r P
r r rr r

r r

∞

=

 
= = ψ  Δ     

− ψ +      
   

∑
  (1.58)

где ψj — угол с вершиной в центре масс Земли между направлениями 
на ИСЗ и возмущающее тело.

Подставив полученное выражение (1.58) в исходную формулу (1.57) 
и опустив член, не зависящий от координат ИСЗ, получим выражение 
для возмущающей функции в виде

	 ( )
2

cos .
n

j
j n j

nj j

rR P
r r

∞

=

 μ
= ψ  

 
∑ 	 (1.59)

Перейдя теперь к сферическим координатам α, δ (прямое восхожде-
ние и склонение) и используя теорему сложения полиномов Лежандра, 
получим

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

2

cos sin

sin sin cos cos

sin sin sin sin .

n

j
j n n j

nj j

n

j k k
n n j j

nj j

n

j k k
n n j j

nj j

rR P P
r r

r P P k k
r r

r P P k
r r

∞

=

∞

=

∞

=

 μ
= δ δ +  

 

 μ
+ δ δ α α +  

 

 μ
+ δ δ α α  

 

∑

∑

∑    (1.60) 

Введём обозначения:

	 ( ) ( )
1

sin ;
n

jJ
n n j

j

a
J P

r

+
 

= δ  
 

	 (1.61)

	
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
1 cos2 !

sin .
sin!

nJ
knk JJ

n JJ
JJnk

C kn ka P
kr n kS

+  α−     = δ     α+     
	 (1.62)

Тогда окончательно получим выражение для возмущающей функ-
ции притяжения Луны или Солнца в виде
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 1
2 2 1

sin cos sin sin .
n nn

J J J k
j J n n J nk nk nn n

n n kJ J

r rR J P C k S k P
a a

∞ ∞

+ +
= = =

= μ δ + μ α + α δ∑ ∑∑
(1.63)

В этих формулах aj — большая полуось орбиты возмущающего тела.
Ускорения, вызываемые  этими функциями, меняются медленнее 

ускорений ИСЗ от геопотенциала. При вычислениях в разложении 
обычно учитывают до 5 членов для Луны и до 3 членов для Солнца.

1.5. Возмущающие ускорения ИСЗ 
    и возмущающая функция светового давления

Давление света, экспериментально открытое П.Н. Лебедевым, до-
вольно просто объясняется квантовой теорией света. В соответствии 
с этой теорией импульс p и энергия фотона ε связаны с частотой излу-
чения ν  формулами

,   ,hp h
c
ν

= ε = ν

где h = 6,6260755∙10–34 Дж∙с  – постоянная Планка; c = 299792458 м⁄с  
– скорость света.

Если на единичную площадку, расположенную перпендикулярно 
световому потоку, за единицу времени падает n фотонов, тогда энергия 
светового потока E и суммарный импульс P, сообщаемый единичной 
площадке, будут равны

,   .hP n E nh
c
ν

= = ν

В теории светового давления надо рассматривать три случая: 
поверхность полностью поглощает световую энергию; часть фотонов 
зеркально отражается поверхностью; поверхность диффузно отражает 
световую энергию.

Рассмотрим случай, когда поверхность спутника полностью по-
глощает световую энергию. Очевидно, что в этом случае суммарный 
импульс P и есть давление света на нормальную поверхность. Если 
световой поток падает на поверхность под углом α к её нормали, то 
проекция силы светового давления на направление световых лучей будет
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	 cos .EP
c

α
=  	 (1.64)

Для сферического спутника радиуса rsat направление силы светового 
давления, действующей на спутник, будет совпадать с направлением 
светового потока, а её величина определится формулой:

	 cos ,EF dS
c

α
= ∫ 	 (1.65)

где интеграл берётся по всей освещённой поверхности спутника. 
Обозначим через E0 энергию солнечной радиации на поверхности Земли. 
Тогда на расстоянии  от Солнца энергия светового потока будет:

	
2

0 ,
Ä
r

E E  
=  

 
 	 (1.66)

где r


 — среднее расстояние от Земли до Солнца.
Формула (1.65) с учётом этих замечаний примет вид:

	
2 2

0 cos .
r rEF dS S

c
   

= α = Κ   Δ Δ   ∫  	 (1.67)

Величина 6 20 4,5605 10  /EK
c

−= = ⋅ í ì — отношение среднего зна-

чения солнечной постоянной к скорости света; 2
satS r= π  — площадь 

поперечного (миделева) сечения спутника.
Запишем формулу (1.67) в векторном виде для общего случая:

	
2

.light r
r

F K C S Δ 
= −χ  Δ Δ 







	 (1.68)

В этой формуле:
χ — функция, описывающая изменение силы светового давления в 
зависимости от взаимного положения ИСЗ, Земли и Солнца; Cr — 
коэффициент, описывающий взаимодействие световой энергии с 
поверхностью спутника. Cr = 1 в случае зеркального отражения или 
полного поглощения, Cr = 1,44 для полного диффузного рассеивания;  
Δ


, Δ — вектор спутник — Солнце и его длина (в формуле поставлен 
знак минус, так как сила светового давления противоположна направ-
лению этого вектора).
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На основании второго закона Ньютона отношение силы к массе 
m спутника есть возмущающее ускорение ИСЗ от светового давления:

	 2 2
3 3 .r

light light
KC Sr r r

m
Δ Δ

δ = −χ = −χσ
Δ Δ 

 





	 (1.69)

Формулу (1.69) удобно использовать при численном интегрирова-
нии дифференциальных уравнений движения ИСЗ.

Вид формулы (1.69) позволяет ввести возмущающую функцию 
светового давления, которая может быть полезна, например, при ис-
пользовании уравнений движения ИСЗ, записанных в оскулирующих 
элементах орбиты в форме Лагранжа. Существование возмущающей 
функции Rlight отражает физический смысл действия светового давления. 
Солнце, как источник излучения создаёт поле, обладающее градиентом 
вдоль гелиоцентрических направлений. В отличие от поля тяготения 
здесь мы  имеем дело с отталкиванием.

Возмущающая функция светового давления имеет вид

	
2

.light
light

r
R

σ
= −χ

Δ
 	 (1.70)

Возмущающую функцию светового давления можно упростить, 
используя разложение для Δ–1

	 ( )1

0

1 cos .
n

n
n

r P
r r

∞
−

=

 
Δ = ψ 

 
∑ 

 

	 (1.71)

Здесь r — модуль геоцентрического радиус-вектора ИСЗ;  
Pn  (cosψ


) — полиномы Лежандра; ψ


 — угол с вершиной в центре 

масс Земли между направлением на ИСЗ и Солнце.
Иногда, ввиду малости эффекта, в разложении сохраняют только 

два члена. Тогда формула для возмущающей функции существенно 
упрощается и принимает вид

	 ( )cos .light light lightR r xl ym zn= −χσ ψ = −χσ + +
   

	 (1.72)

Здесь x, y, z, – прямоугольные координаты ИСЗ; l


, m


, n


 — на-
правляющие косинусы геоцентрического радиус-вектора Солнца.

В формуле (1.72) первый член, равный –χσlight r, опущен, так как 
он не зависит от координат спутника и потому не оказывает влияния на 
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вид уравнений движения ИСЗ. С учётом такого представления возму-
щающей функции выражения для возмущающих ускорений, вызванных 
световым давлением, можно вычислить по приближённым формулам

;light lightx lδ = −χσ




;light lighty mδ = −χσ




	 .light lightz nδ = −χσ


 	 (1.73)

1.5.1. Условия освещённости ИСЗ

В течение полёта ИСЗ функция χ, входящая в формулу светового 
давления, может изменяться в зависимости от взаимного положения 
ИСЗ, Земли и Солнца. На рис. 1.4 изображена ситуация, когда нижний 
край Солнца касается прямой, соединяющей ИСЗ и верхний край Земли. 
В этот момент ИСЗ освещается всей видимой поверхностью Солнца. В 
дальнейшем в зависимости от траектории движения спутника возможны 
три ситуации: спутник так и будет освещаться всей видимой поверхно-
стью Солнца; спутник будет освещаться частью видимой поверхности 
Солнца; некоторый промежуток времени спутник вообще не будет 
освещаться Солнцем. Все эти три ситуации характеризуются функцией 
χ, значение которой можно связать с углами ε⊕, ε


, β.

Рис. 1.4  Условия освещённости ИСЗ 

                                                                                                                               

                                                                                                                               

                                                                                                   ⨀                

                                                                       ⨀                                                       

                                                  Δ                                                                              

                                                              ⨀                                                     

                               ⨁ ⨁                                                                         

        s                                                                                                                 
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Непосредственно из рис. 1.4 следует:
если β ≥ ε⊕ + ε


, то ИСЗ находится вне тени и χ = 1; 

если β ≥ ε⊕ – ε


, то ИСЗ находится в тени и  χ=0;
если ε⊕ – ε


< β < ε⊕ + ε


, то ИСЗ освещается частью поверхности 

Солнца и

.
2

⊕β − ε + ε
χ =

ε




Угол β можно вычислить по формуле:

	 arccos .r
r

 ⋅Δ
β = −  Δ 




 	 (1.74)

Углы ε⊕ и ε


, под которыми со спутника видны Земля и Солнце,  
вычисляются по формулам

	 arcsin ;R
r
⊕

⊕ε =  	 (1.75)

	 arcsin ,
R

ε = 





 	 (1.76)

где R⊕, R


 – линейные радиусы  Земли и Солнца соответственно.

1.6. Возмущающие ускорения ИСЗ
    от сопротивления атмосферы

В соответствии с формулой аэродинамического сопротивления 
возмущающее ускорение ИСЗ, вызываемое торможением атмосферы, 
можно представить в виде

	 ,
2

D
atm atm

C Sr v v v v
m

′ ′ ′ ′δ = − ρ = −σ ρ





 

 	 (1.77)

где CD ≅ 2,2 — аэродинамический коэффициент; S —  площадь попе-
речного сечения ИСЗ, перпендикулярного к вектору v′ ; ,v v′ ′  — вектор 
скорости спутника относительно атмосферы и его модуль; ρ — плот-
ность воздуха на высоте полёта; m – масса ИСЗ.

Вектор скорости спутника относительно атмосферы можно вычис-
лить по классической формуле сложения скоростей
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	 ,atmv v v′ = −
    	 (1.78)

где v  — вектор скорости ИСЗ, относительно инерциальной системы  
координат; atmv  — вектор скорости атмосферы относительно инерци-
альной системы координат.

Полагая, что атмосфера вращается вместе с Землёй, находим вектор 
скорости атмосферы atmv  в точке мгновенного положения спутника по 
формуле

	 ,atmv r⊕= ω ×
  	 (1.79)

где ⊕ω
  — угловая скорость суточного вращения Земли; r  – геоцентри-

ческий радиус-вектор мгновенного положения ИСЗ.
Более сложным вопросом при вычислении возмущающего уско-

рения является вопрос о вычислении плотности воздуха ρ. В первом 
приближении можно принять экспоненциальный закон изменения 
плотности с высотой

	 1 0 exp ,h
H

 ρ = ρ − 
 

	 (1.80)

где ρ0 — плотность воздуха на высоте перицентра; h = r– a(1– e) — 
высота полёта над уровнем перицентра (r – модуль геоцентрического 
радиус-вектора ИСЗ, a – большая полуось орбиты  ИСЗ, e – эксцентри-

ситет орбиты); H
m
kT

g
=
 

 — «шкала высот»; k = 1,38 10–23 Дж/градус — 

постоянная Больцмана; T — абсолютная температура; m  — средняя 
статистическая масса молекулы воздуха на высоте полёта ИСЗ; g  — 
среднее ускорение силы тяжести на данной высоте.

Полное выражение для плотности воздуха можно представить так

1 1/2 1/2 11 ,d d y y y sun chimϕρ = ρ + Δρ + Δρ + Δρ + Δρ + Δρ + Δρ + Δρ + Δρ   (1.81)

где Δρφ — поправка за эллиптичность атмосферных слоёв; Δρ1/2d,  Δρd 
– поправки за полусуточные и суточные вариации плотности; Δρ1/2J, 
ΔρJ,  Δρ11y – поправки за полугодичные, годичные, 11-летние вариации 
плотности; Δρsun — поправка, вызванная вариациями солнечной ак-
тивности и влиянием магнитных бурь; Δρchim — поправка за изменение 
химического состава атмосферы.
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Учёт влияния сопротивления атмосферы особенно актуален для 
низкоорбитальных спутников. Фактор торможения атмосферы оказы-
вает влияние на время жизни низкого ИСЗ. Большая полуось орбиты 
спутника с течением времени уменьшается, а её  форма скругляется. 
При этом имеет место так называемый аэродинамический парадокс: 
тормозящее  действие атмосферы  приводит к увеличению орбитальной 
скорости ИСЗ! 

1.7.  Релятивистские возмущающие ускорения ИСЗ
Релятивистские уравнения движения ИСЗ удобно выводить на 

основе ковариантной формы записи уравнений движения, которые 
имеют вид [4;5]

;rel relL Ld
dt x x

∂ ∂  = ∂ ∂ 
 

;rel relL Ld
dt y y

 ∂ ∂
= ∂ ∂ 

	 .rel relL Ld
dt z z

∂ ∂  = ∂ ∂ 
	 (1.82)

В уравнениях (1.82) Lrel – релятивистская функция Лагранжа. Она 
задаётся формулой

	 ,rel
dsL mc
dt

= −  	 (1.83)

в которой  m — масса ИСЗ, с – максимальная скорость взаимодействия 
(скорость света в вакууме).

С пространственно-временной метрикой, записанной применитель-
но к точечной гравитирующей массе в форме

( )
2

2 2 2 2 2 2
2 4 2 2

2 2 21 1 ,ds c dt dx dy dz
c r c r c r

 μ μ μ = − + − + + +   
  

функция Лагранжа (1.83) преобразуется к виду [10]:

	
2 4

2 2
2 2 3 ,

2 8 2rel
mv m mv mL mc v

r c c r r
 μ μ μ = − + + + + −  

  
	 (1.84)
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где v — орбитальная скорость ИСЗ, μ — геоцентрическая гравитаци-
онная постоянная.

Тогда получим релятивистские уравнения движения

( )2
3 2 3 4 4 ;xx v x xx x

r c r r
 μ μ μ = − + − +    

  

( )2
3 2 3 4 4 ;yy v y yy y

r c r r
 μ μ μ = − + − +    

    

	 ( )2
3 2 3 4 4 .zz v z zz z

r c r r
 μ μ μ = − + − +    

   	 (1.85)

или в векторном представлении

	 ( )2
3 2 3 4 4 .rr v r rr r

r c r r
 μ μ μ = − + − +    











 

  	 (1.86)

Следовательно, релятивистские возмущающие ускорения опреде-
ляются формулой

	 ( )2
2 3 4 4 .relr v r rr r

c r r
 μ μ δ = − +    

  

 

 	 (1.87)
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Глава 2
Дифференциальные уравнения движения ИСЗ 

в оскулирующих элементах орбиты
Если рассматривать движение ИСЗ по геоцентрической орбите, 

возмущаемой лишь силами потенциального характера, то уравнения 
движения можно записать в виде

	 ( )0 .r grad V R= +


 	 (2.1)

Предположим, что в процессе движения спутника по возмущённой 
орбите в какой-то момент времени t1 возмущения перестали действо-
вать. Очевидно, что после этого момента спутник будет двигаться по 
некоторой кеплеровой невозмущённой орбите с элементами эj

(1), причём 
в момент t1 эта орбита будет иметь общую точку с возмущённой орби-
той (рис. 2.1). В этой точке координаты и составляющие скорости ИСЗ 
на возмущённой орбите будут равны координатам и составляющим 
скорости на кеплеровой орбите.                                                                                                                               

                                                                             Действительная 

                                                                                                 
орбита

                                          

                                                                                                                                          

                                                                   э    Вторая кеплерова                     

                                                                                                   
орбита

                                        

                                                                  э    Первая кеплерова 

                                                                           
орбита

                                                               

                                                                                                                                                

                                                                                         

                               

Рис. 2.1. Действительная и кеплеровы орбиты

29



Понятно, что таких точек на возмущённой орбите можно выбрать 
сколь угодно много и сколь угодно близко друг к другу, всякий раз 
полагая, что возмущения исчезают. Тем самым можно получить бес-
численное множество невозмущённых орбит с разными элементами, 
каждая из которых имеет общую точку с возмущённой орбитой. Таким 
образом, возмущённую орбиту можно представить невозмущённой 
кеплеровой орбитой с переменными элементами во всякий момент 
имеющей с возмущённой орбитой одну общую точку. Такая кеплерова 
орбита называется оскулирующей.

Если эпохи двух кеплеровых орбит отличаются на малую величину, 
то на малые же величины отличаются элементы  этих орбит.

Если в первом приближении возмущающую функцию положить 
равной нулю (R = 0), то дифференциальные уравнения (2.1) можно 
записать в виде

2
0

2 ;Vx
t x

∂∂
=

∂ ∂
2

0
2 ;Vy

t y
∂∂

=
∂ ∂

	
2

0
2 ;Vz

t z
∂∂

=
∂ ∂

	 (2.2)

или

	 0r gradV=


  	 (2.3)

и мы придём к задаче двух тел. Здесь знак частного дифференцирования 
∂
∂

 указывает на то, что при решении этих уравнений элементы орбиты 

считаются постоянными. В результате решения уравнений (2.2 или 2.3) 
получают мгновенную орбиту.

По формулам невозмущённого движения будут найдены невозму-
щённые координаты и скорости ИСЗ.

( ), , , , , , ;r r a e i M t= Ω ω
 

( ), , , , , , .r r a e i M t= Ω ω 

 
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При использовании метода вариации параметров (в данном случае 
параметрами являются элементы орбиты) выражения для координат и 
скоростей дифференцируются (теперь элементы рассматриваются как 
переменные), т.е. действительные векторы скоростей в момент време-
ни t можно получить дифференцированием эллиптических формул, в 
которых мгновенные значения элементов полагаются постоянными.

При дифференцировании координат получим

	
6

1

,j

j j

ddr r r
dt t dt=

∂ ∂
= +

∂ ∂∑
ý

ý

  

	 (2.4)

где эj — один из шести элементов.
В любой момент времени можно считать, что

.dr r
dt t

∂
=

∂

 

Таким образом, из (2.4) получаем

	
6

1

0.j

j j

dr
dt=

∂
=

∂∑
ý

ý



 	 (2.5)

Продифференцировав (2.4), получим

	
2 2 6

2 2
1

j

j j

dd r r r
dt t dt=

∂ ∂
= +

∂ ∂∑
ý

ý



  

	 (2.6)

или

	 ( )0 0 ,  , .V VR x x y z
x x x dt

∂ ∂∂ ∂
+ = + →

∂ ∂ ∂ ∂∑
ý

ý
	 (2.7)

Откуда

	
6

1

.j

j j

dr gradR
dt=

∂
=

∂∑
ý

ý





	 (2.8)

Затем шесть уравнений (2.5) и (2.8) преобразуются таким обра-
зом, чтобы получилось шесть дифференциальных уравнений первого 
порядка для скоростей изменения элементов. Такое преобразование 
впервые было выполнено Лагранжем. Полученные в результате урав-
нения имеют вид:
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	 ;   .T

R R
aa

R Re L L
e

i M nR R
M i

∂ ∂   
   ∂Ω ∂ Ω     

 ∂ ∂     = ω = −      ∂ω ∂      −   ∂ ∂      ∂ ∂   









 	 (2.9)

Матрицу L называют матрицей Лагранжа и она имеет вид

	
2 2

2 2

0 0 2

1 1 10 .

1 1 0
sin 1 1

a

e eL
e ea

i e tgi e

 
 
 
 − −

= − 
μ  

 − 
− − 

 	 (2.10)

Уравнения Лагранжа описывают возмущённое движение для сило-
вой возмущающей функции R. Однако возмущающие силы могут иметь 
различный характер, Следовательно, желательно иметь такую систему 
дифференциальных уравнений, которая была бы пригодна для описания 
возмущений, вызванных силами любого характера. Для получения такой 

системы уравнений надо заменить частные производные , , R R R
x y z

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

 в 

уравнениях (2.8) составляющими возмущающих ускорений , , x y zδ δ δ   
и решить систему уравнений (2.5), (2.8) относительно произво-

дных .jd
dt
ý

 Затем от состав-

ляющих ускорения , , x y zδ δ δ   
переходят к составляющим 
ускорения ,,  u u ux y zδ δ δ    относи-
тельно орбитальной системы 
координат (рис.  2.2). Ось абс-
цисс xu орбитальной системы 
координат направлена по гео-
центрическому радиус-векто-
ру ИСЗ, ось ординат yu лежит  
в плоскости орбиты, причём 

Рис. 2.2. Инерциальная и вращающаяся 
орбитальная системы координат 

                                                                        z 

                                                                                      

                                                                         s              

                                                                            y                  

                                                          

                                         x         
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положительное направление оси ординат соответствует направлению 
движения ИСЗ, ось аппликат zu дополняет систему координат до правой 
тройки. Составляющие ускорения в этой системе координат называются: 

uxδ  — радиальная составляющая, uyδ  — трансверсальная составляющая, 
  — бинормальная составляющая.

Связь между , , x y zδ δ δ   и ,,  u u ux y zδ δ δ   , задаётся следующим соот-
ношением

	 ,

sin sin sin

u

u

u

x x
y y

u u u
z z

u i u i u i

 
 α β γ

δ δ    
∂α ∂β ∂γ    δ = δ    ∂ ∂ ∂   δ δ    ∂α ∂β ∂γ  ∂ ∂ ∂ 

 

 

 

	 (2.11)

где направляющие косинусы α, β, γ вычисляются по формулам

	 α = cos Ω cos u – sin Ω sin u cos i;	 (2.12)

	 β = sin Ω cos u + cosΩ sin u cos i;	 (2.13)

	 γ = sin u sin i,	 (2.14)

где Ω – долгота восходящего узла орбиты ИСЗ; u — аргумент широты 
ИСЗ; i — угол наклона орбиты к плоскости экватора.

В результате выполнения перечисленных операций получают 
уравнения Ньютона:

1 ;
u

u

u

a x
pe N y

i z

δ   
   = δ   μ   δ   

 

 



 

	 2 ,
u

u

u

x
p N y

M n z

 Ω δ 
   ω = δ   μ   − δ  





 





	 (2.15)

где
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( )

( )

2 2 2

1

2 2 2sin cos 0

sin cos cos 0 ;

0 0 cos

ea a ea
p p p

rN e
p

r
p

 
ϑ + ϑ 

 
 

= ϑ ϑ + + ϑ 
 
 

ϑ + ω 
 

	 ( )

( )

2 2 2

1

2 2 2sin cos 0

sin cos cos 0 .

0 0 cos

ea a ea
p p p

rN e
p

r
p

 
ϑ + ϑ 

 
 

= ϑ ϑ + + ϑ 
 
 

ϑ + ω 
 

	 (2.16)

В этих уравнениях: μ — геоцентрическая гравитационная посто-
янная; p — фокальный параметр; a — большая полуось орбиты ИСЗ; 
e – эксцентриситет орбиты ИСЗ; ϑ — истинная аномалия; ω — аргумент 
перицентра; i — наклон орбиты; r — модуль радиус-вектора ИСЗ.

2.1. Представление возмущающей функции 
    геопотенциала через элементы орбиты

В разложении возмущающей функции гравитационного потенци-
ала Земли для простоты сохраним только вторую и третью зональные 
гармоники геопотенциала, т.е.

	 ( ) ( )
2 3

2 2 3 33 4sin sin ,e ea aR J P J P
r r

= −μ δ − μ δ 	 (2.17)

где μ — геоцентрическая гравитационная постоянная; J2, J3 — ко-
эффициенты второй и третьей зональных гармоник геопотенциала; 
 ae — средний экваториальный радиус Земли; r – геоцентрическое рас-
стояние до ИСЗ; δ — геоцентрическое склонение ИСЗ.

С учётом выражений для полиномов Лежандра и формулы 
sin δ = sin i sin (ω+ϑ) запишем:
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( )

( ) ( ) ( )

32
2 2

2 3

43
3 3

3 4

1 3 3sin sin cos 2
2 4 4

15 3 5sin sin sin sin sin cos3 .
8 2 8

e

e

a aR J i i
ra

a aJ i i i
ra

   = μ − + ω + ϑ −      

   − μ ω + ϑ − ω + ϑ − ω + ϑ        
(2.18)

Выделим из выражения (2.18) для возмущающей функции R ве-
ковую R и долгопериодическую R  части. Вековая — это часть воз-
мущающей функции, не зависящая ни от истинной аномалии ϑ, ни от 
аргумента перицентра ω; долгопериодическая это часть возмущающей 
функции, содержащая аргумент перицентра ω. 

Для выделения вековой и долгопериодической частей можно осред-
нить возмущающую функцию R на обороте по средней аномалии M, т.е.

	
2

0

1 .
2

R R RdM
π

+ =
π ∫ 	  (2.19)

Разложение (2.18) содержит истинную аномалию ϑ, а интегрирова-
ние в выражении (2.19) производится по средней аномалии M, поэтому 
перейдём от dM к dϑ c помощью формулы

.dM dEdM d
dE d

= ϑ
ϑ

Производную dM
dE

 можно найти, продифферецировав уравнение 

Кеплера

M = E – e sinE,

а производную dE
dϑ

 можно получить, продифференцировав формулу, 

связывающую эксцентрическую и истинную аномалии

1 .
2 1 2
E etg tg

e
− ϑ

=
+

После несложных преобразований получим

	
2

2
.

1
r ddM
a e

ϑ =  
  −

 	 (2.20)
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Учитывая, что 

( )
32 3

2 2

0

1 ;1
2

a dM e
r

π
−  = − π  ∫

( )
42 5

2 2

0

1 co ,s 1
2

a dM e e
r

π
−  ϑ = − π  ∫

а остальные интегралы равны нулю, получим выражения для вековой 
и долгопериодической частей возмущающей функции

	 ( )
2 3

2 2 2
2 3

1 3 sin 1
2 4

;eaR J i e
a

− = μ − − 
 

 	 (2.21)

	 ( )
3 5

2 2 2
3 4

3 15 sin 1 sin sin .
2 8

eaR J i e e i
a

− = μ − − ω 
 

  	 (2.22)

2.2. Вековые возмущения ИСЗ от второй 
    зональной гармоники геопотенциала

Эволюцию орбиты спутника определяет, в основном, вторая зо-
нальная гармоника геопотенциала. И здесь важную роль играет вековая 
составляющая возмущающей функции:

Подставив это выражение в уравнения Лагранжа (2.9), взяв не-
обходимые производные по элементам орбиты, в результате решения 
дифференциальных уравнений, получим:

	 ( )
2

0 2 0
3 cos ;
2

eaJ n i t t
p

 
Ω = Ω − − 

 
	 (2.23)

	 ( )
2

2
0 2 0

3 52 sin ;
2 2

eaJ n i t t
p

   ω = ω + − −   
  

	 (2.24)

	 ( )0 0 ;M M n t t= + − 	 (2.25)

	 0 0 0; ; ,a a e e i i= = = 	 (2.26)

где

	
2

2 2
2

0 0

3 31 1 1 sin .
2 2

ean J e i
pa a

 μ    = + − −    
    

	 (2.27)
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Как видно из выражений (2.23 – 2.26) вековым возмущениям 
подвержены лишь угловые элементы орбиты: долгота восходящего 
узла Ω, аргумент перицентра ω, средняя аномалия M, позиционные же  
элементы: большая полуось орбиты a, эксцентриситет орбиты e, наклон 
орбиты i вековых возмущений не испытывают.

По вековым возмущениям угловых элементов орбиты можно вы-
числить коэффициент второй зональной гармоники геопотенциала J2. 
Второй зональный коэффициент характеризует полярное сжатие Земли 
α, так как он связан с ним формулой Клеро:

	
2 3

2
3 1 ,
2 2

eaJ ⊕ω
α = +

μ
	 (2.28)

где ω⊕ — угловая скорость суточного вращения Земли.
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Глава 3
Методы интегрирования дифференциальных 

уравнений возмущённого движения ИСЗ

3.1.  Аналитическое интегрирование
Уравнения Лагранжа (2.9) (или уравнения Ньютона (2.15)) представ-

ляют собой нелинейную систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Решение этой системы  существует в некоторой окрестности 
начальных условий, если правые части уравнений ограничены по модулю 
сверху. Перед интегрированием правые части уравнений Лагранжа или 
Ньютона должны быть явно выражены через элементы орбиты и незави-
симую переменную [9]. Правые части каждого уравнения в этом случае 
обычно пропорциональны некоторому малому параметру σ, причём |σ|<<1.

Будем считать, что систему дифференциальных уравнений привели 
к виду:

	 ( )1 6, , , ,  1,2, ,6j jf t j= σ … = …ý ý ý  	 (3.1)

с начальными условиями э1
(0) , ... , э6

(0), t0.
Формальное решение системы уравнений (3.1) можно записать в виде

	 ( ) ( )
0

0
1 6, , , ,    1,2, ,6.

t

j j j
t

f t dt j= + σ … = …∫ý ý ý ý 	 (3.2)

Из-за сложности правых частей в уравнениях движения ИСЗ ин-
тегралы в выражениях (3.2), как правило, не берутся. В связи с этим 
приходится использовать различные способы аппроксимации подынте-
гральной функции, чтобы найти приближённое аналитическое решение 
уравнений (3.2). 

Здесь мы рассмотрим три основных метода аналитического инте-
грирования.

3.1.1. Метод  последовательных приближений (метод Пикара)
Первое приближение решений уравнений (3.1) находится путём 

замены искомых величин, входящих в подынтегральные функции, их 
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начальными значениями. Тогда подынтегральные функции будут зави-
сеть лишь от времени и решение можно записать в виде:

	 ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

1 0 0 0
1 6, , , ,    1,2, ,6.

t

j j j
t

f t dt j= + σ … = …∫ý ý ý ý 	 (3.3)

Второе и последующие приближения строятся по аналогичному 
алгоритму: вместо искомых величин в подынтегральных функциях 
подставляются решения из предыдущих приближений. Так, решение 
в k-м приближении записывается следующим образом

	 ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

0 1 1
1 6, , ,    1,2, ,6.

t
k k k
j j j

t

f t dt j− −= + σ … = …∫ý ý ý ý  	 (3.4)

Следует отметить, что при интегрировании уравнений возмущён-
ного движения ИСЗ, используют два-три приближения.

3.1.2. Метод малого параметра (метод Пуанкаре)
В методе Пуанкаре решение системы уравнений (3.1) представля-

ется в виде рядов:

	 ( ) ( ) ( )0 1 22 ,   1,2, ,6.j j j j j= + σδ + σ δ +… = …ý ý ý ý 	 (3.5)

Пуанкаре доказал, что в окрестностях начальных условий ряды (3.5) 
будут сходящимися при достаточно малых значениях малого параметра 
σ. Величины, обозначенные через δэj

(1), δэj
(2) называются возмущениями 

первого порядка, возмущениями второго порядка соответственно.
Формулы для вычисления возмущений можно получить, используя 

метод последовательных приближений. Так, сравнивая решение (3.3) 
с рядом (3.5), заключаем, что возмущения первого порядка можно вы-
числить по формуле

	 ( ) ( ) ( )( )
0

1 0 0
1 6, , , ,    1,2, ,6.

t

j j
t

f t dt jδ = … = …∫ý ý ý 	 (3.6)

Представив под интегралами в формуле (3.2) элементы орбиты в виде 
( ) ( )0 1 ,   1,2, ,6,j j j j= + σδ = …ý ý ý  разложив подынтегральную функцию в 

ряды по степеням σδэj
(1) и ограничившись членами порядка σ2, получим 

формулу для вычисления возмущений второго порядка

	 ( ) ( )

0

6
2 1

1 0

 
,  1,2, ,6.

t
j

j j
k kt

f
dt j

=

∂ 
δ = δ = … ∂ 

∑∫ý ý
ý

	  (3.7)
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В космической геодезии при интегрировании уравнений движения 
ограничиваются обычно вычислением возмущений второго порядка.                                         

3.1.3. Метод осреднения
Дифференциальные уравнения движения ИСЗ можно привести к 

форме небесно-механического типа. Правые части уравнений движения 
в этом случае представляются тригонометрическими рядами вида

( ) ( )
1

sin ;
n

k k k
k

x A x a y
=

= σ + α∑

	 ( ) ( ) ( )0
1

cos
n

k k k
k

y B x B x b y
=

= + σ + β∑ 	 (3.8)

с начальными условиями t0, x0, y0.
Система (3.8) на самом деле содержит шесть уравнений. Здесь для 

простоты выписаны только два уравнения. В этой системе x — медлен-
ная переменная (в качестве медленной переменной выступают большая 
полуось орбиты, эксцентриситет, наклон орбиты, долгота восходящего 
узла, аргумент перицентра); y — быстрая переменная, период которой 
равен 2π (быстрой переменной может быть любая из аномалий). 

Выполнив осреднение по быстрой переменной, получим укоро-
ченную систему

0;x =

	 ( )0 ,y B x= 	 (3.9)

которую легко проинтегрировать. В результате интегрирования получим 
(постоянные интегрирования пока опустим)

0 ;x x=

	 ( )0 0 0 .y y B x t= + 	 (3.10)

Подставим теперь полученное решение (3.10) в исходную систему 
(3.8). Тогда можно записать

( ) ( )( )0 0 0
1

sin ;
n

k k k k
k

x A x a B x t a y
=

= σ + + α∑

	 ( ) ( ) ( )( )0 0 0 0 0
1

cos .
n

k k k k
k

y B x B x b B x t b y
=

= + σ + + β∑ 	 (3.11)
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В преобразованную таким способом систему (3.11) время t входит 
явно, поэтому такую систему нетрудно проинтегрировать. В результате 
получим решение, в так называемом «полуторном» приближении. 

( )
( ) ( )

( )
( ) [ ]

0
0 0 0 0

10 0

0
0

10 0

cos

cos ;

n
k

k k k
k k

n
k

k k
k k

A x
x x a B x t a y

B x a

A x
a y

B x a

=

=

σ
= −  + + α  + 

σ
+ + α

∑

∑

( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) [ ]

0
0 0 0 0 0 0 0

10 0

0
0

10 0

sin  

sin .

n
k

k k k
k k

n
k

k k
k k

B x
y y B x t t b B x t b y

B x b

B x
b y

B x b

=

=

σ
= + − +  + + β  − 

σ
− + β

∑

∑ (3.12)

3.2. Численное интегрирование 
К настоящему времени разработано много различных методов и 

приёмов численного интегрирования дифференциальных уравнений. 
Для примера упомянем следующие методы численного интегрирова-
ния: Рунге-Кутта, Адамса, Коуэлла, Штермера, Грэгга-Булирша-Штёра, 
Эверхарта. Различают одношаговые и многошаговые методы численного 
интегрирования. Если начальные условия интегрирования заданы в одной 
точке, то это одношаговые методы. Если же начальные условия заданы в 
виде таблицы, т.е. известны начальные условия в нескольких точках, то 
это многошаговые методы. Методы Рунге-Кутта, Грэгга-Булирша-Штёра, 
Эверхарта — одношаговые, а методы Адамса, Коуэлла — многошаговые.

Весьма плодотворной оказалась идея применения разложения пра-
вых частей дифференциальных уравнений в ряды Тейлора. Реализация 
этой идеи ведёт к крайней простоте численного решения задачи Коши 
для обыкновенных дифференциальных уравнений. 

Рассмотрим сущность этих методов на примере интегрирования 
одиночного дифференциального уравнения. Пусть задано дифференци-
альное уравнение первого порядка (дифференциальное уравнение вы-
сокого порядка можно привести к системе уравнений первого порядка): 

	 ( ) 0 0, ;  , .x f x t x t=  	 (3.13)

41



В уравнении (3.13) x0, t0 — начальные условия интегрирования.
Требуется найти числовые значения функции x в моменты времени 

t1, t2, … , tn. Разность ti – t (i–1) = H называется шагом интегрирования, 
который может быть как постоянным, так и переменным. Сущность 
решения в конце шага заключается в следующем. Раскладываем на шаге 
интегрирования правую часть (3.13) в ряд Тейлора по степеням H (в 
примере ограничимся членом с третьей производной). Тогда получим

	 ( ) 2 3
0 0 0 0 0

1 1,
2 6

.f x t H f f f H f H f H+ ≡ = + + +   	 (3.14)

В целях сокращения записи здесь использованы обозначения:

( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 00 0 0 0
, , , , , , , . f f x t f f x t f f x t f f x t= = = =     

Подставив (3.14) в (3.13), исходное дифференциальное уравнение сразу 
же интегрируется, и решение в конце первого шага получается в виде:

	 2 3 4
1 0 0 0 0 0

1 1 1
2 6 24

.x x f H f H f H f H= + + + +   	 (3.15)

Принимая теперь полученное решение  в конце первого шага x1, t1 
за новые начальные условия, после интегрирования получим x2, t2  и т.д.

Однако в подавляющем большинстве случаев достаточно просто 
вычислить производные в выражении (3.15) не удаётся – формулы полу-
чаются слишком сложные. В этом случае для вычисления производных 
прибегают к различным способам аппроксимации, которых достаточно 
много. В связи с этим понятно происхождение большого количества 
методов численного интегрирования.

Здесь уместно заметить, что существенной проблемой любых чис-
ленных методов интегрирования является накопление от шага к шагу 
погрешностей при интегрировании. Погрешность при интегрировании 
приближённо можно оценить по формуле:

	 ε = kε0 n
ν.	 (3.16)

В этой формуле:

0,1 < k < 2

ε0 — погрешность на одном шаге; n — количество шагов; ν = 0,5 — для 
уравнений первого порядка; ν = 1,5 — для уравнений второго порядка.
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3.2.1.  Неявный итеративный одношаговый метод 
Этот метод, разработанный профессором Ю.В. Плаховым [7], также 

основан на разложении правых частей дифференциальных уравнений 
в ряды Тейлора. Сущность метода рассмотрим на примере интегриро-
вания дифференциального уравнения второго порядка

	 ( ),x f x t=  	 (3.17)

с заданными начальными условиями x0, ẋ   0, t0.
Правую часть дифференциального уравнения раскладывают в ряд 

Тейлора

	 2 3
0 0 0 0 0 1 2 3

1 1
2 6

.f f f H f H f H f p p p= + + + = + + +   	 (3.18)

В этом методе величины, обозначенные символами pk, считаются 
неизвестными и вычисляются в процессе самого интегрирования. Для 
этого шаг интегрирования разбивается на столько подшагов, сколько 
сохранено неизвестных pk. Такое разбиение в принципе можно сделать 
различными способами. В методе Ю.В. Плахова  используется разби-
ение Радо. Величина каждого подшага в этом случае вычисляется по 
формуле:

	 hk = αk H, k = 1,2,3.	 (3.19)

Коэффициенты αk вычисляются по формулам:

	 1 ,  1,2,3.
2

k
k

z k+
α = = 	 (3.20)

Здесь zk – корни уравнения

	
( ) ( )3 4 0,

1
P z P z

z
+

=
+

 	 (3.21)

Pn(z) – полиномы  Лежандра.
В случае трёхточечного разбиения получаем следующие значения 

коэффициентов:

α1 = 0,212340538,

α2 = 0,590533136,

α3 = 0,911412040.
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По аналогии с (3.18) можно записать формулу для вычисления 
правой части в подшагах:

2 2 3 3 2 3
0 0 0 0 0 1 2 3

1 1
2 6

.k k k k k k kf f Hf H f H f f p p p= + α + α + α = + α + α + α    (3.22) 

В рассматриваемом методе правая часть в подшагах fk вычисляется 
в ходе интегрирования последовательными приближениями. Если fk 
вычислены, то можно вычислить и pk:

	

12 3
1 1 1 1 1 0

2 3
2 2 2 2 2 0

2 3
3 3 3 3 3 0

.
p f f
p f f
p f f

−
 α α α −   
    = α α α −    

    α α α −    

 	 (3.23)

Решение в конце шага будет:

	 0 0 1 2 3
1 1 1 ;
2 3 4

x x H f p p p = + + + + 
 

   	 (3.24)

	 2
0 0 0 1 2 3

1 1 1 1 .
2 3 6 10

x x Hx H f p p p = + + + + + 
 

 	 (3.25)

3.2.2.  Алгоритм неявного итеративного одношагового метода
Пусть задана система дифференциальных уравнений возмущённого 

движения ИСЗ:

( ), , , , , , ;x f x y z x y z t=   

( ), , , , , , ;y x y z x y z t= ϕ   

( ), , , , , , .z x y z x y z t= ψ   

с начальными условиями 0 0 0 0 0 0 0, , , , ., ,x y z x y z t  

Вычисляем правые части дифференциальных уравнений:

( )0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , ;f f x y z x y z t=   

( )0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , ;x y z x y z tϕ = ϕ   

( )0 0 0 0 0 0 0 0, , , , , , .x y z x y z tψ = ψ   

Вычисляем в первом приближении скорости и координаты  в под-
шагах:
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( )1
0 0 ;k kx x Hf= + α 

( )1
0 0 ;k ky y H= + α ϕ 

( )1
0 0 ;k kz z H= + α ψ 

( )1 2 2
0 0 0

1
2

;k k kx x Hx H f= + α + α

( )1 2 2
0 0 0

1
2

;k k ky y Hy H= + α + α ϕ

( )1 2 2
0 0 0

1
2

;k k ky y Hy H= + α + α ϕ

k = 1, 2, 3.

Вычисляем в первом приближении значения правых частей в подшагах:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1

0, , , , , , ;k k k k k k k kf f x y z x y z t H= + α  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1
0, , , , , , ;k k k k k k k kx y z x y z t Hϕ = ϕ + α  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1
0, , , , , , .k k k k k k k kx y z x y z t Hψ = ψ + α  

Вычисляем в первом приближении p, q, r:
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 1 1 1 1 12 3
1 1 1 1 0 1 0 1 01 1 1
1 1 1 1 1 12 3

2 2 2 2 2 2 2 0 2 0 2 0
2 31 1 1 1 1 1

3 3 33 3 3 3 0 3 0 3 0

.

p q r f f

p q r f f

p q r f f

−   − ϕ − ϕ ψ − ψ α α α    
  = α α α  − ϕ − ϕ ψ − ψ  
    α α α   − ϕ − ϕ ψ − ψ    

Вычисляем во втором приближении скорости и координаты в подшагах:

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 12 3
0 0 1 2 3

1 1 1 ;
2 3 4k k k k k kx x Hf H p p p = + α + α α + α + α 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 12 3
0 0 1 2 3

1 1 1 ;
2 3 4k k k k k ky y H H q q q = + α ϕ + α α + α + α 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 12 3
0 0 1 2 3

1 1 1 ;
2 3 4k k k k k kz z H H r r r = + α ψ + α α + α + α 

 
 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 12 2 2 2 2 3
0 0 0 1 2 3

1 1 1 1 ;
2 6 12 20k k k k k k kx x Hx H f H p p p = + α + α + α α + α + α 

 

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( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 12 2 2 2 2 3
0 0 0 1 2 3

1 1 1 1 ;
2 6 12 20k k k k k k ky y Hy H H q q q = + α + α ϕ + α α + α + α 

 


( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 12 2 2 2 2 3
0 0 0 1 2 3

1 1 1 1 .
2 6 12 20k k k k k k kz z Hz H H r r r = + α + α ψ + α α + α + α 

 


Вычисляем во втором приближении значения правых частей  
в подшагах:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2
0, , , , , , ;k k k k k k k kf f x y z x y z t H= + α  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2
0, , , , , , ;k k k k k k k kx y z x y z t Hϕ = ϕ + α  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2
0, , , , , , .k k k k k k k kx y z x y z t Hψ = ψ + α  

Вычисляем во втором приближении p, q, r:
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

12 2 2 2 2 22 3
1 1 1 1 0 1 0 1 01 1 1

2 2 2 2 2 22 3
2 2 2 2 2 2 2 0 2 0 2 0

2 32 2 2 2 2 2
3 3 33 3 3 3 0 3 0 3 0

.

p q r f f

p q r f f

p q r f f

−   − ϕ − ϕ ψ − ψ α α α    
  = α α α  − ϕ − ϕ ψ − ψ  
    α α α   − ϕ − ϕ ψ − ψ    

Процесс приближений продолжаем до тех пор, пока p, q, r не стаби-
лизируются. После стабилизации p, q, r решение в конце шага будет:

0 0 1 2 3
1 1 1 ;
2 3 4

x x Hf H p p p = + + + + 
 

 

0 0 1 2 3
1 1 1 ;
2 3 4

y y H H q q q = + ϕ + + + 
 

 

0 0 1 2 3
1 1 1 ;
2 3 4

z z H H r r r = + ψ + + + 
 

 

2 2
0 0 0 1 2 3

1 1 1 1 ;
2 6 12 20

x x Hx H f H p p p = + + + + + 
 



2 2
0 0 0 1 2 3

1 1 1 1 ;
2 6 12 20

y y Hy H H q q q = + + ϕ + + + 
 



2 2
0 0 0 1 2 3

1 1 1 1 .
2 6 12 20

z z Hz H H r r r = + + ψ + + + 
 


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3.3. Влияние некоторых возмущающих факторов 
    на движение ИСЗ

Оценка влияния различных возмущающих факторов на движение 
ИСЗ производилась путём сравнения координат ИСЗ, полученных 
при численном интегрировании уравнений возмущённого движения  
(в правых частях уравнений движения учитывался тот или иной возму-
щающий фактор), с координатами ИСЗ, полученными при численном 
интегрировании уравнений невозмущённого движения.

Вклад рассматриваемого возмущающего фактора оценивался  
по формуле

	 ( ) ( ) ( )2 2 2 ,yx x y z zΔρ = − + − + −  	 (3.26)

где , ,x y z  — возмущённые координаты ИСЗ; x, y, z — невозмущённые 
координаты ИСЗ.

Интегрировались уравнения движения следующих трёх спутников.
Итальянский ИСЗ LARES (LAser RElativity Satellite) выведен 

на орбиту 13.02.2012. Спутник, представляющий собой шар массой 
m = 400 кг и радиусом rsat = 0,182 м, изготовлен из вольфрамовых сплавов 
и несёт на своей поверхности 92 уголковых отражателя для измерения 
расстояний с лазерных локационных станций, расположенных на по-
верхности Земли. Спутник используется для исследований в области 
геодинамики и решения задач космической геодезии. С помощью этого 
спутника предполагается также измерить прецессию Лензе-Тирринга.

Американский ИСЗ LAGEOS 2 (LAser GEOdymics Satellite) вы-
полнен в виде медного шара массой m = 410 кг и радиусом rsat= 0,30 м с 
426 уголковыми отражателями, расположенными в тонкой алюминие-
вой оболочке. Спутник  запущен в 1992г. для изучения геодинамики и 
уточнения параметров гравитационного поля Земли. 

ИСЗ COSMOS 2413 (GLONASS) один из спутников второго поко-
ления глобальной навигационной системы России массой m = 1415 кг 
и площадью солнечных батарей ssat = 17,5 м2. Первый запуск спутников 
этой серии был осуществлён 01.12.2001г.

В табл. 3.1 приведены элементы орбит этих трёх спутников.
Численные значения влияния  некоторых возмущающих факторов 

представлено в табл. 3.2.
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*Примечания:
Интегрирование выполнялось адаптивным методом Рунге-Кутта с шагом 10 секунд.
В таблице приводятся максимальные значения величин возмущений на одном 

витке каждого ИСЗ. 
При вычислении возмущений от притяжения Луны и Солнца последние прини-

мались за точечные массы и их координаты на начало каждого шага интегрирования 
вычислялись по алгоритмам Пулккинена, Фландерна (Луна) и Стэндиша (Солнце) [10]. 

При вычислении возмущений от светового давления предполагалось полное 
диффузное отражение света освещённой поверхностью ИСЗ.

Т а б л и ц а  3.1 
Элементы орбит спутников LARES, LAGEOS 2, COSMOS 2413 (GLONASS)

Элементы 
орбиты 

LARES LAGEOS 2 COSMOS 2413 
(GLONASS)

a 7822074,833 м 12271185,350 м 25508043,460 м
e 0,0010565 0,0138439 0,000579
i 69,4917° 52,6515° 63,1399°

Ω 247,7052° 261,1987° 202,2272°

ω 208,7672° 247,5904° 186,9298°
M0 151,2779° 143,3759° 5,1277°
t0 18h 59m 30.489s

26.07.2015
13h 44m 07.252s

26.07.2015
13h 58m 10.634s

12.07.2015

Т а б л и ц а  3.2
Вклад (в метрах) возмущающих факторов на движение трёх ИСЗ*

Возмущающий фактор LARES LAGEOS 2 COSMOS 2413 
(GLONASS)

Вторая зональная гармоника геопо-
тенциала J2

40035,661 23466,995 13184,042

Третья зональная гармоника геопо-
тенциала J3

22,610 45,649 5,509

Четвёртая зональная гармоника 
геопотенциала J4

64,487 21,588 0,933

Пятая зональная гармоника геопо-
тенциала J5

1,272 0,903 0,040

Шестая зональная гармоника геопо-
тенциала J6

0,119 0,021 0,0002

Притяжение Луны 8,463 50,948 1044,513
Притяжение Солнца 4,152 21,757 496,526

Лунный прилив 1,463 0,149 0,198
Солнечный прилив 0,274 0,080 0,214
Световое давление 0,038 0,507 7,504

Релятивистское ускорение 0,166 0,158 0,168
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Приложения

Приложение 1. Связь стоксовых постоянных
 с моментами инерции Земли

Зная стоксовы постоянные, можно вычислить моменты инерции Земли.
Как известно, моменты инерции Земли вычисляются по следующим 

формулам.

	 ( )2 2 ;A Y Z d= + ρ τ∫  	 (П.1)

	 ( )2 2 ;B X Z d= + ρ τ∫ 	 (П.2)

	 ( )2 2 ;C X Y d= + ρ τ∫ 	 (П.3)

	 ;D YZ d= ρ τ∫ 	 (П.4)

	 ;E XZ d= ρ τ∫ 	  (П.5)

	 .F XY d= ρ τ∫ 	 (П.6)

Здесь A, B, C — моменты инерции Земли относительно осей абс-
цисс X, ординат Y, аппликат Z соответственно; D, E, F — центробежные 
моменты инерции; ρ — плотность; dτ — элементарный объём Земли.

С другой стороны, на основании формул (1.15 – 1.17) можно записать

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2
2 2 2

3 1 1 2 ;
2 2 2e

Zm a J R P sin d R d Z X Y d
R⊕

 
= − Φ ρ τ = − − ρ τ = − − − ρ τ 

 
∫ ∫ ∫

(П.7)

( ) ( )12 2 2
21 2

1 sin cos cos sin cos ;
3em a C R P d R d XZ d⊕ = Φ Λρ τ = Φ Φ Λρ τ = ρ τ∫ ∫ ∫

(П.8)

( ) ( )12 2 2
21 2

1 sin sin cos sin sin ;
3em a S R P d R d YZ d⊕ = Φ Λρ τ = Φ Φ Λρ τ = ρ τ∫ ∫ ∫

(П.9)
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( ) ( )

( ) ( )

22 2
22 2

2 2 2 2 2 2

1 sin cos2
12

1 1cos cos sin ;
4 4

em a C R P d

R d X Y d

⊕ = Φ Λρ τ =

= Φ Λ − Λ ρ τ = − ρ τ

∫

∫ ∫
(П.10)

	

( ) ( )22 2
22 2

2 2

1 sin sin 2
12

1 1cos sin cos .
2 2

em a S R P d

R d XY d

⊕ = Φ Λρ τ =

= Φ Λ Λρ τ = ρ τ

∫

∫ ∫  	 (П.11)

В этих формулах m⊕ — масса Земли; ae — средний экваториальный 
радиус Земли; J2, C21, S21, C22, S22 — стоксовы  постоянные; R, Φ, Λ — 
полярные координаты элементарных объёмов Земли. 

Из сравнения формул (П.1 – П.6) с формулами (П.7 – П.11) получим

	 ( )2
2 222 ;eC A m a J C⊕− = +  	 (П.12)

	 ( )2
2 222 ;eC B m a J C⊕− = −  	 (П.13)

	 ( )2 1
2 222 ;eC m a J C H −

⊕= +  	 (П.14)

	 2
21;eD m a S⊕=  	 (П.15)

	 2
21;eE m a C⊕=  	 (П.16)

	 2
22 .2 eF m a S⊕=  	 (П.17)

Динамическое сжатие Земли H, связанное с моментами инерции 
формулой

	 ,C AH
C
−

=  	 (П.18)

определяется из астрономических данных независимо.
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Приложение 2. Влияние первых зональных 
гармоник геопотенциала на движение некоторых ИСЗ

В табл. П.1 – П.4 приведены начальные значения элементов орбит 
некоторых ИСЗ.

На рис. П.1 – П.20 в виде графиков представлено влияние первых 
зональных гармоник геопотенциала на движение каждого ИСЗ в тече-
ние суток. По горизонтальной оси на этих графиках отложено время в 
секундах, начиная с начального момента. По вертикальной оси отло-
жено значение вклада в метрах каждой из рассматриваемых гармоник, 
вычисленное по формуле (3.26).

Т а б л и ц а  П.1
Элементы орбиты ИСЗ LAGEOS 1

Элементы орбиты Значения

a 12271185,350 м
e 0,004376
i 109,8387°

Ω 251,1416°

ω 77,4552°

M0 294,9715°
t0 11.07.2015  4h 36m 34.443s

 

0 20000 40000 60000 80000 100000
0

50000

100000

150000

ρ1i

i · 10

Рис. П.1. Влияние второй зональной гармоники на движение ИСЗ LAGEOS 1
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Рис. П.2. Влияние третьей зональной гармоники на движение ИСЗ LAGEOS 1
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Рис. П.3. Влияние четвёртой зональной гармоники на движение ИСЗ LAGEOS 1
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Рис. П.4.  Влияние пятой зональной гармоники на движение ИСЗ LAGEOS 1
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Рис. П.5. Влияние шестой зональной гармоники на движение ИСЗ LAGEOS 1
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Т а б л и ц а  П.2
Элементы орбиты ИСЗ COSMOS 2413 (GLONASS)

Элементы орбиты Значения
a 25508043,460 м
e 0,000579
i 63,1399°

Ω 202,2272°
ω 186,9298°
M0 5,1277°
t0 12.07.2015    13h 58m 10.634s
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Рис. П.6. Влияние второй зональной гармоники на движение ИСЗ COSMOS 2413 
(GLONASS)

0 20000 40000 60000 80000 100000
0

10000

20000

30000

ρ1i

i ∙ 10

Рис. П.7. Влияние третьей зональной гармоники на движение ИСЗ COSMOS 2413 
(GLONASS)
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Рис. П.8. Влияние четвёртой зональной гармоники на движение ИСЗ COSMOS 2413 
(GLONASS)
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Рис. П.9. Влияние пятой зональной гармоники на движение ИСЗ COSMOS 2413 
(GLONASS)
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Рис. П.10. Влияние шестой зональной гармоники на движение ИСЗ COSMOS 2413 
(GLONASS)
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Т а б л и ц а  П.3
Элементы орбиты ИСЗ GPS BIIF-10

Элементы орбиты Значения

a 26831188,210 м
e 0,0002553
i 54,9951°

Ω 67,9613°

ω 326,6300°

M0 33,4218°
t0 21.07.2015     23h 43m 13.743s

Рис. П.12. Влияние третьей зональной гармоники на движение ИСЗ GPS BIIF-10
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Рис. П.11. Влияние второй зональной гармоники на движение ИСЗ GPS BIIF-10
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Рис. П.15. Влияние шестой зональной гармоники на движение ИСЗ GPS BIIF-10

0 20000 40000 60000 80000 100000
0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

ρ5i

i · 10

Рис. П.14. Влияние пятой зональной гармоники на движение ИСЗ GPS BIIF-10
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Рис. П.13. Влияние четвёртой зональной гармоники на движение ИСЗ GPS BIIF-10
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Т а б л и ц а  П.4
Элементы орбиты ИСЗ INMARSAT F1

Элементы орбиты Значения

a 42164894,490 м
e 0,000620
i 1,1963°

Ω 81,2923°

ω 26,9280°

M0 184,6029°
t0 12.07.2015     1h14m53.719s
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Рис. П.16. Влияние второй зональной гармоники на движение ИСЗ INMARSAT F1
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Рис. П.17. Влияние третьей зональной гармоники на движение ИСЗ INMARSAT F1
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Рис. П.18. Влияние четвёртой зональной гармоники на движение ИСЗ INMARSAT F1
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Рис. П.19. Влияние пятой зональной гармоники на движение ИСЗ INMARSAT F1
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Рис. П.20. Влияние шестой зональной гармоники на движение ИСЗ INMARSAT F1
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Приложение 3. Листинг программы
«Неявный итеративный одношаговый метод
 численного интегрирования уравнений движения ИСЗ»
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LAG

0 1 2 3

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

-4688980.289 -11060428.914 2389814.75 -1402.353
-4702952.897 -11042769.61 2442285.239 -1392.163

-4716823.454 -11024870.688 2494702.686 -1381.943

-4730591.655 -11006732.522 2547065.95 -1371.692

-4744257.195 -10988355.495 2599373.889 -1361.411

-4757819.773 -10969739.992 2651625.366 -1351.1

-4771279.089 -10950886.407 2703819.242 -1340.759

-4784634.845 -10931795.135 2755954.38 -1330.388

-4797886.747 -10912466.579 2808029.646 -1319.988

-4811034.501 -10892901.146 2860043.903 -1309.558

-4824077.817 -10873099.25 2911996.02 -1299.1

-4837016.407 -10853061.309 2963884.864 -1288.613

-4849849.984 -10832787.745 3015709.304 -1278.098

-4862578.264 -10812278.988 3067468.212 -1267.554

-4875200.967 -10791535.47 3119160.459 -1256.982

-4887717.811 -10770557.63 3170784.918 ...
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