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Введение. 
 

Настоящее пособие включает материалы практических занятий по курсу 
дискретной математики для специальностей «Информационные системы и 
технологии» и «Организация и технологии защиты информации» факультета 
прикладной космонавтики МГУиК. Цель изучения дисциплины - ознакомление 
студентов с математическим аппаратом  описания моделей данных, логических 
взаимосвязей между ними и построения алгоритмов обработки данных в тех 
прикладных направлениях информатики, для которых производится подготовка 
специалистов на факультете.  

Ввиду ограниченности  объема часов дискретной математики в МГУиК, при 
разработке программы курса максимально  учитывалась специфика направлений 
подготовки специалистов. Для специалистов по геоинформационным системам и 
технологиям, работающих с пространственно распределенными данными, и для 
специалистов по сетевым технологиям наиболее важно владение аппаратом теории 
графов и ее приложений. Поэтому большая часть курса посвящена изучению 
теории графов. При составлении  программы курса учитывалось также, что 
некоторые элементы математической логики и теории множеств рассматриваются 
в курсах информатики и высшей математики. В связи с этим большее внимание 
уделено отношениям на множествах, составляющим основу конструирования 
различных моделей данных и их практической эксплуатации.  Часть материала, 
обычно относящегося к курсу дискретной математики, вынесена в программы 
других специальных дисциплин.  

Практикум по дискретной математике состоит из трех разделов: элементы 
математической логики, множества и отношения на множествах, теория графов. В 
рамках практических занятий студентам предлагаются несложные задачи и 
упражнения на понимание и закрепление лекционного материала. Здесь 
приходится учитывать, с одной стороны, ограниченность часов, отведенных на 
изучение дискретной математики, с другой стороны – слабую подготовленность 
большинства студентов к самостоятельной работе с математической литературой. 
Недостатком многих наших «классических» учебных пособий является их 
перегруженность чрезмерно формализованными определениями и 
доказательствами. Это относится и к тем учебникам, которые имеются в 
библиотеке МГУиК и рекомендованы в качестве основной литературы. Но к 
восприятию такого абстрактного языка способен далеко не каждый, а между тем 
любой специалист в области информационных технологий должен понимать суть 
тех или иных формальным конструкций и уметь этим пользоваться. Поэтому в 
каждом разделе пособия дается краткое и, частично, упрощенное изложение 
лекционного материала. Некоторые алгоритмы и даже упражнения подробно 
разбираются на примерах. Опыт показывает, что студенты, самостоятельно 
проделавшие хотя бы одно упражнение по каждой теме, с легкостью решают 
подобные задачи на контрольных и проявляют больше инициативы при подготовке 
курсовых работ. Кроме того, студенты, имевшие перед собой конспект 
практических занятий, заметно легче ориентировались в рекомендованной учебной 
литературе и значительно лучше сдавали экзамен. 

Основная часть пособия подготовлена по материалам рекомендованной учебной 
литературы [1-3]. Наиболее полно соответствует программе курса учебник 
Ф.А.Новикова «Дискретная математика для программистов» [1]. Однако 
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изложение алгоритмов в виде «полупрограмм» не способствует их лучшему 
восприятию студентами, ведь даже не каждый профессиональный программист 
способен с легкостью разобраться в программном коде своего коллеги. Поэтому по 
многим вопросам лучше обращаться к более понятному изложению учебников  [2-
3]. 

При освещении отдельных вопросов использовались монографии [4-7], где 
соответствующие темы изложены более просто, более полно или на более 
современном уровне. Это относится, прежде всего, к решению задачи 
коммивояжера [6],  потокам в сетях [5,7] и задачам о раскраске [4,5]. Тем, кто 
интересуется или занимается решением задач методами теории графов, можно 
рекомендовать [5] как наиболее современную и полную монографию по данному 
направлению. 

В качестве дополнительной литературы при написании программ из области 
дискретной математики можно также рекомендовать легко и понятно написанные 
учебники и монографии [8,9]. 
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1. ЭЛЕМЕНТЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ.  
ЛОГИКА ВЫСКАЗЫВАНИЙ. 

 
1.1. Основные определения. 

 
Высказыванием называется повествовательное предложение 

(утверждение), которое может быть либо истинным, либо ложным, но не то и 
другое вместе. Заключение, которое мы делаем относительно того, истинно или 
ложно высказывание, называется его истинностным значением.  

Для истинностных значений высказываний используются обозначения И 
(истина), Л (ложь); в компьютерных приложениях и языках программирования 
используются обозначения true, false или, соответственно, «1», «0». 

Для математической логики не представляет интереса форма, в которой 
изложено утверждение. Предметом изучения является только истинность или 
ложность смысла высказывания. Например, утверждения «15 делится на 3», 
«Число 15 делится на число 3», «тройка является делителем пятнадцати» и «число 
пятнадцать кратно трем» с точки зрения логики являются одним и тем же 
высказыванием, поскольку смысл у них один и тот же.  

Элементарным (простым) называется высказывание, которое нельзя 
разбить на более простые без потери смысла, следовательно, истинностного 
значения. Если же высказывание расчленяется на составляющие, которые также 
имеют смысл и, следовательно, истинностное значение, оно называется сложным. 
Такое высказывание будет истинным или ложным в зависимости от значений 
входящих в него элементарных высказываний.  

В нашей речи существует несколько способов образования сложных 
высказываний, каждый из которых имеет свой определенный смысл. Например, 
связка «и» может обозначать объединение, одновременность, «или» - 
альтернативные варианты, «если …, то …» - следствие одного утверждения из 
другого, «… все равно что…» - эквивалентность двух утверждений. Обыкновенно 
мы пользуемся такими конструкциями, когда хотим сделать какое-то 
умозаключение или подвести другого человека к какому-то выводу. То есть 
рассуждаем. Еще со времен Аристотеля логика развивалась именно как 
дисциплина, обучающая искусству рассуждения – построения взаимосвязанных 
сложных высказываний с целью получения неоспоримых умозаключений. 
Постепенно логика стала основой теории доказательств, а с развитием 
компьютерных технологий – основой экспертного анализа в интеллектуальных 
информационных системах.  

В математической логике элементарные высказывания называют 
логическими переменными.  Логические переменные обычно обозначают 
прописными латинскими буквами: a,b,c,… Связки, образующие сложное 
высказывание, называются позиционными связками или логическими 
операциями.  

Сложные высказывания, записанные с помощью логических переменных и 
операций, называют логическими выражениями или логическими формулами. 

Значения, которые принимают логические выражения в зависимости от 
значений логических переменных, можно представить в табличной и графической 
форме.  
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Табличную форму представления называют таблицами истинности. Каждая 
строка таблицы содержит упорядоченный набор значений всех переменных и 
соответствующее ему значение функции. 

 
x1 x2 … xn f(x1, x2,…, xn) 
0 0 … 0 f(0,0,…,0) 
0 0 … 1 f(0,0,…,1) 
… … … … … 
1 1 … 1 f(1,1,…,1) 

 
 Из курса школьной информатики вам должно быть известно, что с помощью 

n двоичных разрядов можно представить 2n различных чисел. Следовательно, для n 
логических переменных таких наборов будет 2n. 

Графическим способом представления сложных высказываний через 
элементарные являются диаграммы Венна. Иногда их называют диаграммами 
Венна-Эйлера, чтобы подчеркнуть взаимосвязь между логикой и теорией 
множеств. Но это все-таки разные конструкции, и отличие диаграмм Эйлера от 
диаграмм Венна мы еще рассмотрим при изучении теории множеств.  

В диаграмме Венна каждому элементарному высказыванию сопоставляется 
замкнутый контур (рис.1.1). Внутри этого контура высказывание считается 
истинным, за пределами контура – ложным. Контуры для n элементарных 
высказываний, входящих в сложное, изображаются так, чтобы все их возможные 
перекрытия давали полный набор всех возможных комбинаций значений 
элементарных высказываний, то есть 2n. К сожалению, на плоскости таким 
способом можно наглядно отобразить значения логических формул только от трех 
переменных. Для четырех простых контуров мы уже никак не получим ровно 24 
областей. Можете сами попробовать и убедиться в этом.  

 

 
Область пересечения контуров, в которой сложное высказывание, состоящее 

из обозначенных контурами элементарных высказываний истинно, в диаграмме 
Венна обозначается точкой. На рис. 1.1 показана  диаграмма Венна для сложного 
высказывания, включающего только две логические переменные – a,b. Здесь 
сложное высказывание истинно, только когда истинны обе переменные: a=1,b=1. 

Если сложное высказывание истинно при нулевых значениях всех 
переменных, точка ставится за пределами всех контуров. 
 
 
 

Рис.1.1. Диаграмма Венна. 
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Логические операции. 
 
Самой простой логической операцией является отрицание того 

утверждения, которому соответствует элементарное высказывание. Отрицание 
обозначается символами ., aa   

Поскольку операция отрицания применяется только к одной переменной, она 
называется одноместной или унарной. Для такой операции нет смысла составлять 
таблицу истинности. Ясно, что если a=1, то a=0 и, наоборот, если a=0, то a=1. 

Простейшие из сложных высказываний, соответствующие привычным для 
нас конструкциям речи, описываются операциями с двумя переменными. Они 
называются двухместными или бинарными. 
 Основными бинарными операциями принято считать следующие. 

1. Конъюнкция (логическое умножение). Соответствует речевой связке «и». 
Но, в отличие от многообразных значений союза «и» в нашей речи,  в 
математической логике связка «и» означает только одновременное 
выполнение каких-либо условий или одновременное осуществление каких-
либо событий. Конъюнкция обозначается ab, ab , ab. 

 
Таблица истинности для конъюнкции. 

     
a b ba   
0 0 0 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 1 

 
Диаграмма Венна для конъюнкции. 

 
Поскольку конъюнкция принимает значение 1 только при a=b=1, в двоичной 

системе счисления эту операцию можно рассматривать как min(a,b).  
 

2. Дизъюнкция (логическое сложение). Соответствует связке «или» и 
обозначает объединение каких-либо условий или событий. То есть сложное 
высказывание является истинным, когда истинно хотя бы одно из 
элементарных высказываний. Дизъюнкция обозначается ab. 

 
Таблица истинности для дизъюнкции. 

 
a b ba   
0 0 0 
0 1 1 
1 0 1 
1 1 1 

a b  
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Диаграмма Венна для дизъюнкции. 

 
 
 
 

 
Поскольку дизъюнкция принимает значение 0 только при a=b=0, в двоичной 

системе счисления эту операцию можно рассматривать как max(a,b).  
 
3. Импликация (следование, достаточное условие в доказательствах 

теорем). Соответствует связке «если …, то …». Обозначается  ab.  
Определение значений импликации в зависимости от значений a и b 
основывается на следующем соображении. Из ложной посылки может 
следовать как истина, так и ложь. Но из истины всегда следует только истина. 
Поэтому импликация принимает значение 0 только на одном наборе 
переменных: a=1, b=0 (10). 
 

Таблица истинности для импликации. 
 

a b ba   
0 0 1 
0 1 1 
1 0 0 
1 1 1 

 
Диаграмма Венна для импликации. 

 
 
 
 
Обратите внимание, что для этой операции точка есть и за пределами контуров. 
 
4. Эквивалентность (тождественность, необходимое и достаточное условие 

в доказательствах теорем). Обозначается  ab, ab, ab.  
Из самого названия операции ясно, что она принимает значение 1 (true) только 
при a=b. 

Таблица истинности для эквивалентности. 
  

a b ba   
0 0 1 
0 1 0 
1 0 0 
1 1 1 

 
 
 
 

a b 

a b   
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Диаграмма Венна для эквивалентности (также есть точка за пределами контуров). 
 
 
 
 
 

Кроме перечисленных основных операций, иногда используются также 
«антиоперации», то есть операции, принимающие на каждом наборе переменных 
значения, противоположные значениям основных операций. Можно сказать, что 
антиоперация для операции aob – это результат применения к ней операции 
отрицания.   
 Антиоперации также имеют свои названия. 

5. Штирих Шеффера - антиконъюнкция:  .| baba   
6. Стрелка Пирса – антидизъюнкция:  .baba   
7. Логическая разность - антиимпликация: .baba   
8. Сложение по модулю два – антиэквивалентность: .baba   

  Название операции a  b подразумевает сложение в одном двоичном 
разряде: 0+0=0, 0+1=1, 1+0=1; 1+1=10, и здесь единица «уходит в следующий 
разряд». Сложение по модулю два называют еще строгой дизъюнкцией, 
исключающим «или». Это одна из наиболее часто встречающихся операций в 
технических приложениях, в частности, в системах автоматического управления и 
системах кодирования сигналов. 
 Кроме самостоятельного значения в некоторых прикладных задачах, 
антиоперации удобно использовать при упрощении сложных логических формул, 
например, для снятия отрицания над длинными выражениями. В некоторых 
случаях это значительно упрощает преобразования. 

Порядок выполнения основных логических операций соответствует их 
порядковым номерам в нашем изложении: отрицание  конъюнкция  
дизъюнкция  импликация   эквивалентность. Штрих Шеффера и стрелка 
Пирса равносильны конъюнкции, операция сложения по модулю два – 
эквивалентности. Антиимпликация (логическая разность) в задачах 
математической логики применяется редко, но, как мы увидим в дальнейшем, 
имеет непосредственную связь с операциями над множествами. 
 
 Рассмотрим пример составления таблицы истинности и построения 
диаграммы Венна для сложного высказывания, включающего все рассмотренные 
выше логические операции.  

b)-c).((a))cab(ac)b((a|bcbaf ),,(  
Для удобства сразу введем буквенные обозначения отдельных бинарных 

операций. 
A=a|b; B=bc; C=ab; D=ac; E=ab; F=AB; G=CD ; H=E-c; K=FG. Конечный 
результат, в соответствии  с нашими обозначениями, будет f(a,b,c)=KH. 

Теперь составим таблицу истинности, используя приведенные выше таблицы 
истинности основных операций. Наборы значений переменных договоримся 
записывать в том  порядке, который соответствует поразрядному представлению 
целых чисел в двоичном коде от 0 до 2n, где n – число наших исходных логических 
переменных, в данном случае n=3. 

a b   
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a b c A= 

a|b 
B= 
bc 

C= 
ab 

D= 
ac 

D
 

E= 
ab 

F= 
AB 

G= 
CD  

H= 
E-c 

K= 
FG 

f(a,b,c) 
=KH 

0 
0 
0 
0 
1 
1 
1 
1 

0 
0 
1 
1 
0 
0 
1 
1 

0 
1 
0 
1 
0 
1 
0 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
0 
0 

1 
0 
0 
0 
1 
0 
0 
0 

0 
0 
0 
0 
0 
0 
1 
1 

0 
0 
0 
0 
0 
1 
0 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
0 
1 
0 

0 
0 
1 
1 
1 
1 
0 
0 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
0 
0 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
0 

0 
0 
1 
0 
1 
0 
0 
0 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
0 
1 

0 
0 
1 
0 
1 
0 
0 
0 

 
Таким образом, наша логическая формула истинна только на двух наборах 

переменных: (0,1,0) и (1,0,0). Диаграмма Венна для полученного результата будет 
иметь следующий вид (рис.1.2). 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
Упражнения. 

 
Составить таблицы истинности и изобразить диаграммы Венна для следующих 

логических выражений.  
1. (ab)(ab)(bca). 
2. cbacba  )|( . 
3. baccab  )())( . 
4. )).(( cbacbba   
5. ).(|)()()( cbcacaba   

6. ).()()()( cbbacbba   
7. .|()( cabcabaa   
8. )()()(|)( cbbacbba  . 

9. ).()(|)()( cacacbba   
10. ).()()()( caaccbba   
11. )()()()( bcbacbca  . 
12. .)()()()( bacbacbba   

 

a 
b 

c 

. . 

Рис. 1.2. Диаграмма Венна для рассмотренного 
примера. 
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1.2. Разложение логических (булевых) функций по переменным. 
Дизъюнктивная и конъюнктивная нормальные формы.  

 
Как мы уже видели, истинностное значение логического выражения 

(логической формулы) зависит от значений переменных. Но не всегда. Бывают 
случаи, когда формула принимает на всех наборах значение true (1). Если 
обратиться к смыслу, заключенном в таком сложном высказывании, то получается, 
что факт, к которому мы пришли в результате рассуждений, является 
неопровержимой истиной. Напротив, если сложное высказывание, построенное 
нами из простых высказываний, всегда ложно, это означает, что наше рассуждение 
привело к противоречию. 
 Логическая формула, принимающая значение true на всех наборах 
логических переменных, называется тождеством или тавтологией. 
Соответственно, логическая формула, принимающая на всех наборах значение 
false, называется противоречием. 
 Если же логическая формула не тождество и не противоречие, то ее 
называют логической функцией.  

В задачах, решаемых интеллектуальными компьютерными системами, могут 
представлять интерес разные виды логических выражений. В некоторых случаях 
нас могут интересовать именно тождества, которые соответствуют закономерности 
или даже закону в нашей прикладной области. Исследование какой-либо 
информации на непротиворечивость - тоже часто встречающаяся задача. В 
некоторых логических методах распознавания образов требуется проверять 
эквивалентность двух логических формул, чтобы определить, относятся объекты 
исследования к одному классу или к разным. Все это, так или иначе, сводится к 
вычислению значений булевых функций на двоичных наборах переменных.  

Вы уже знаете из информатики, что двоичная логика в компьютерных 
системах реализуется с помощью всего трех операций: конъюнкции, дизъюнкции и 
отрицания. Преобразование логической формулы к такому виду называется 
представлением логической (булевой) функции в дизъюнктивной 
(конъюнктивной) нормальной форме (ДНФ или КНФ соответственно).  

Логическую формулу, содержащую только операцию конъюнкции, будем 
называть элементарной конъюнкцией. Соответственно, формулу, содержащую 
только операции дизъюнкции – элементарной дизъюнкцией.  
 Чтобы перейти к представлению логических формул через ДНФ (КНФ) 
сначала рассмотрим так называемое разложение булевой функции по переменным. 
Введем следующее обозначение 
 









.0 ,

1 ,



x
x

x  

 
 Теорема(Шеннона). Каждую булеву функцию f(x1,x2,…,xn) при любом 
1mn можно представить в виде: 

f(x1,x2,…,xn)= ),...,,,...,(... 11),...,
1

nmm xxfxx m

m
 

1(
V . 

Для доказательства достаточно проверить эквивалентность правой и левой 
части. 

Давайте посмотрим для одной переменной. Получим следующее. 
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).,...,,0(),...,,1(),...,,( 212121 nnn xxfxxxfxxxxf   

 
Если f(x1,x2,…,xn)=0 при значении x1=1, то первая элементарная конъюнкция 

равна нулю. Если же функция принимает значение 1 при x1=0, то мы умножаем ее 
на отрицание x1, то есть на 1. Поскольку дизъюнкция принимает значение 0 (false) 
только если оба операнда ложны, а во всех остальных случаях она истинна,  в  
логической сумме можно оставить один операнд, при котором f(x1,x2,…,xn)=1. 
Отсюда получаем:   ).,...,,(),...,,( 2121

1
nn xxfxxxxf    Проделав такое 

разложение последовательно для всех остальных переменных, получим  выражение 
)....,,(...),...,,( 21),...,,(21

21

21
nn fxxxxxxf n

n




   

Таким образом, при m=n мы приходим к представлению, у которого в правой 
части стоят значения функции на конкретных двоичных наборах, а именно тех, 
которые соответствуют значениям  f(1,2,…,n)=1. Тогда мы можем в 
элементарных конъюнкциях полученного разложения опустить операнд 
f(1,2,…,n) и оставить только nxxx   ...21 : 

....),...,,( 21

2121 1),...,,(|),...,,(21
n

nn

xxxxxxf
fn






  

Такое представление логической функции называется ее совершенной 
дизъюнктивной нормальной формой (СДНФ). СДНФ применяются, например, в 
логических системах распознавания, когда каждое логическое выражение, 
описывающее объект распознавания,  должно быть представлено через 
фиксированный набор логических признаков, принимающих два значения – 0 или 
1. 

СДНФ для любой логической функции можно получить с помощью таблицы 
истинности. Каждому набору, на котором функция истинна, сопоставляем 
конъюнкцию всех переменных - без отрицания, если переменная в данном наборе 
имеет значение 1, и с отрицанием, если она имеет значение 0. Все эти наборы 
объединяем операцией дизъюнкции. Именно потому, что в качестве объединяющей 
операции используется дизъюнкция, такая форма представления и называется 
дизъюнктивной. Если бы у нас объединяющей операцией была конъюнкция, а 
операнды этой конъюнкции были бы, соответственно, элементарными 
дизъюнкциями, то мы бы получили так называемую совершенную 
конъюнктивную нормальную форму (СКНФ). Но, поскольку мы уже заранее 
договорились о порядке выполнения операций, нам бы пришлось каждую 
элементарную дизъюнкцию в этом объединении заключать в скобки. Поэтому 
чаще, конечно, пользуются именно совершенной дизъюнктивной нормальной 
формой. В целом же приходится ориентироваться на то, какая форма удобнее или 
короче при решении конкретной прикладной задачи. 

Принцип двойственности.  Итак, мы видели, что СДНФ получить достаточно 
просто. Но как же, если все-таки потребуется, получить СКНФ? Обратимся к 
таблице истинности для конъюнкции. Добавим в нее отрицания для логических 
переменных и отрицание для самой функции.  
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a b ab a  b  ba   
0 0 0 1 1 1 
0 1 0 1 0 1 
1 0 0 0 1 1 
1 1 1 0 0 0 

 
Из таблицы видно, что на наборах «антипеременных» a , b  мы получаем 

значения ba  , соответствующие дизъюнкции этих  «антипеременных». То есть 
ba  = ba  является так называемой двойственной функцией по отношению к 

ab. Заметим сразу, что понятие двойственной функции в общем случае не 
равносильно введенному раньше понятию «антиоперации».  

Функция, двойственная к некоторой функции f, получается заменой всех 
переменных на их отрицания и самой функции f на ее отрицание. Двойственную 
функцию для f будем обозначать f*. То есть ),...,,(),...,,( 2121

*
nn xxxfxxxf   и 

),...,,(),...,,( 2121
*

nn xxxfxxxf  . Функция, у которой двойственная функция на 
одинаковых наборах переменных принимает те же самые значения, называется 
самодвойственной. Пример самодвойственной функции: abbcac.  
 Итак, мы выяснили, что baba  . Можно показать точно так же, что 

baba  . Забегая вперед, заметим, что эти соотношения, вытекающие из 
принципа двойственности, называются законами де Моргана. А чтобы получить 
СКНФ из СДНФ, надо поменять местами дизъюнкции и конъюнкции и все 
переменные заменить на их отрицания. Это правило выполняется для всех 
«невырожденных» случаев, когда СДНФ содержит хотя бы одну операцию 
дизъюнкции. Если же СДНФ для некоторой функции f(a,b,c) состоит из одной 
элементарной конъюнкции  abc, то по законам де Моргана мы получим:  

.cbacba   Чтобы избавиться от отрицания над этим выражением, нам 
придется взять конъюнкцию от элементарных дизъюнкций по всем наборам, на 
которых  f(a,b,c)=0, и заменить переменные на их отрицания.  
 В качестве примера получим СДНФ и СКНФ для логической функции, 
таблицу истинности которой мы строили в предыдущем разделе. Эта функция 
принимает значение 1 на двух наборах: {a=1,b=0,c=0} и {a=0,b=1,c=0}. Отсюда 
получаем следующее представление для функции в совершенной дизъюнктивной 
нормальной форме. 

.cbacbab)-c)((a))cab(ac)b((a|b   
 Заменим в СДНФ все операнды из элементарных конъюнкций на их 
отрицания и, поменяв местами все конъюнкции и дизъюнкции, получаем СКНФ.  

).()( cbacbab)-c)((a))cab(ac)b((a|b   
 

Упражнения. 
 

Получить СДНФ и СКНФ для следующих логических выражений. 
1.   cbacaba  | . 
2.  ))()(()|( cabacbca  . 
3. .)()())()|(( bacbcacbba   
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4. ).()()(|)( cbabacbba   
5. ).|()())(( bcbacba   
6. ).()()( cbacbcaba   
7. ).()())|()()(( cbacacbabca   
8. .)())))(()()(( bacbcacbca   
9. ).()(|)( bcabacba   
10. ).(|)())()(( acbacbaacb   
11. ).()())(( abcaacbbcba   
12. ).()())()(( cbcacbbacba   

 
1.3. Логические законы. 

 
 Минимальная дизъюнктивная нормальная форма. Если задача такова, что мы 
должны оперировать с полным набором двоичных переменных (или с 
фиксированным числом двоичных разрядов), то мы должны пользоваться СДНФ. 
Если же нам хочется использовать минимум двоичных переменных и основных 
операций (например, наиболее просто запрограммировать какое-то сложное 
логическое условие), лучше воспользоваться самым коротким представлением этой 
функции в дизъюнктивной или конъюнктивной нормальной форме. Такое 
представление называют, соответственно, минимальной дизъюнктивной 
нормальной формой (МДНФ) или минимальной конъюнктивной нормальной 
формой (МКНФ). 
   Для сокращения ДНФ мы будем использовать набор простейших тавтологий, 
которые называют логическими законами. Обычно их рассматривают 8 -10, в 
зависимости от концепции конкретного автора, но на самом деле часть из них 
выводима из других.  
 

1. Закон отрицания отрицания: aa  . 
2. Закон идемпотентности: aaaaaa  , . 
3. Коммутативность: abbaabba  , . 
4. Ассоциативность: cbacbacbacba  )()(,)()( . 
5. Дистрибутивность:  )()(,)( cabacbacabacba  . 
6. Закон нуля и единицы:  aaaaaaaa  0,1,1,0 . 
7. Законы де Моргана: babababa  , . 
8. Законы поглощения: abaaabaa  )(, . 
9. Законы склеивания: ababaababa  ,)()( . 
 
Проверить любой из этих законов можно с помощью таблиц истинности или 

диаграммы Венна. Теперь же мы займемся получением МДНФ и доказательством 
более сложных тавтологий с применением логических законов.  

Для начала посмотрим, как через дизъюнкцию, конъюнкцию и отрицание 
выразить остальные операции. 

 
Штрих Шеффера и стрелка Пирса представляются через МДНФ согласно 

принципу двойственности (закон де Моргана): ba  = ba  ,  ba  = ba  .   
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Импликация принимает значение 0 только на наборе (1,0). СДНФ для нее 
тогда будет такая: babaab  . Попробуем получить более короткое 
представление. Самый короткий способ – воспользоваться СДНФ для ее 
антиоперации – разности. Она имеет очень простой вид: .ba   Значит, импликацию 
можно записать так: ba  . Воспользовавшись законом де Моргана, получаем: 

baba  .  
 Эквивалентность имеет СДНФ baab . Вряд ли нам удастся получить 
более короткое выражение. МДНФ для ее «антиоперации» – сложения по модулю 2 
- получается через законы де Моргана и закон нуля и единицы: 

bababababaabbaab  )()( . 
 
 Рассмотрим, как используются логические законы в преобразованиях 
логических выражений, на примере доказательства тавтологий. 
 При выполнении преобразований логических формул часто имеет смысл 
разбить формулу на части, если это упрощает преобразования. 
 Пример. Докажем следующую тавтологию: 

).()()()( bacbcbaca   
 В соответствии с порядком выполнения логических операций последней 
будет выполняться импликация между скобками. Обозначим левую часть 
импликации буквой A, правую – буквой B и перейдем к ее дизъюнктивной 
нормальной форме: .BABA   Такой прием позволит нам избавиться от 
антидизъюнкции: ).( cbacaA    

Подставив ДНФ для операции эквивалентности в этом выражении, перейдем 
к следующему:  .cbacbacaA    

Используем для преобразования конъюнкции двух отрицаний  закон де 
Моргана и далее применим дистрибутивный закон и закон нуля и единицы: 

.)1( cbcacacbcaccbacbacbacaA    
Теперь займемся преобразованием  правой части исходной импликации: 

).()( bacbB    
В соответствии с законом поглощения (bc)b=b; отсюда получаем: 

.)1()()()( cabcababcababacbbacbB   
 Подставим результаты преобразований A и B в исходное выражение и 
продолжим преобразования, выполняя перегруппировку и используя закон нуля и 
единицы: 

.11)(
1)(




cbccbcaa
cbcaabcbccacacabcbcacaBA

 

 Тавтология доказана. 
Упражнения. 

 
1. Используя логические законы и ДНФ логических операций, доказать 
тавтологии:  
 
1. cacbca  )()|( ; 
2. )()( cbacba  ; 
3. .|)()( cbacacb   
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4. ))(()()( cbacbba   
5. ).()()( cbbaabc   
6. )|()()( cbcacaba  . 
7. .|)( abcbacba   
8. .))()(()( bacbaacb   
9. ).(|)()( baacbcba   
10. .)()( cbabacbacba   
 
2. Используя логические законы и ДНФ логических операций, найти МДНФ для 
логических формул: 
 
1. )|)(()( baccba  ; 
2. ))(()()( baccbca  ; 
3. ))(()|()( cbacbaca  ; 
4. )()|()( accbba  . 
5. ))(()()( cbacbba   
6. )cb(ac)(bb)(a   
7. b)a(c)b(ac)|(ab)|a(   
8. )()()()(|)( cbaccabacbca   
9. ).()()()( bacbacabcba   
10. c)).b(ac)b((a-a)(cb)a(   

 
 

2. МНОЖЕСТВА И ОТНОШЕНИЯ. 
 

2.1. Множества и операции над ними. Связь с логикой высказываний. 
 

Под множеством обычно понимается некоторая совокупность абстрактных 
или реальных объектов, рассматриваемая как единое целое в рамках решаемой 
задачи. Ясно, что элементы объединяются во множество по какому-то 
содержательному принципу, иначе сам этот аппарат был бы не нужен. Однако в 
классической математике понятие множества считают не определяемым. 
Математическая энциклопедия гласит, что «понятие множества относится к так 
называемым простым понятиям, которые не определяются, но могут быть 
пояснены на примерах». Математическая теория множеств оперирует с 
абстрактными понятиями, а не с конкретными объектами, в отличие от ее 
приложений, для которых создаются компьютерные технологии. Потому-то в 
абстрактной математической теории иногда возникают казусы, называемые 
парадоксами. Классический пример (парадокс Рассела) можно посмотреть в 
учебнике Новикова [1]. 
 

Способы задания множеств. Если множество состоит из небольшого числа 
элементов, то его можно задать простым перечислением. Если нет, то, вероятно, 
можно найти и сформулировать какое-то свойство, которым все эти элементы 
обладают, или условие, которому они удовлетворяют. Отсюда три способа задания 
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множества: перечислением, предикатом (условием), или способом отбора 
элементов (алгоритмом порождения множества). 

Рассмотрим математическую запись каждого из этих способов. 
Перечисление: A={a1,a2,…,an}. Пример: множество простых чисел из первого 
десятка натуральных чисел -  A={1,2,3,5,7}. 
Предикатный способ: A={a|P(a)}, где P(a) – условие (предикат), которому 
удовлетворяет а. Пример: множество положительных действительных чисел – 
A={a|a>0}. 
Порождающая процедура:  A={a|a=F}. Пример: множество из n нечетных 
положительных чисел -  A={a|a=2k+1, k=0,1,2,3,…n}. 

 Если множество содержит очень большое количество элементов, его можно 
описать только предикатом или порождающей процедурой. Последний способ 
может быть достаточно сложной конструкцией. Пример - описание формального 
языка (языка программирования) как множества предложений (цепочек символов) 
L(G), порождаемого некоторой формальной грамматикой G. Для того чтобы 
описать такое множество, приходится описывать всю порождающую его 
грамматику, то есть алфавит и правила подстановки символов. 
 Количество элементов, из которых состоит множество A, называется 
мощностью множества и обозначается M(A)=|A|.  

Тот факт, что объект a является элементом множества A, обозначают так: 
aA. Соответственно, если объект не является элементом A, пишут aA. Заметим 
сразу, что aA – это элементарное высказывание, которое может быть либо 
истинным, либо ложным, но не то и другое вместе. Это высказывание часто 
называют предикатом принадлежности. 

Подобно тому, как логика оставляет за пределами рассмотрения содержание 
высказывания, выражение «aA» оставляет за пределами рассмотрения тот 
принцип, по которому мы отнесли элемент к данному множеству A. Но если мы 
пишем «aA», значит, мы вводим в рассмотрение какие-то объекты, которые не 
являются элементами множества A. То есть существует какое-то множество, 
соответствующее более широкому понятию, и из его элементов мы уже отбираем 
элементы нашего множества (или множеств). В теории множеств совокупность 
объектов, из которой формируются множества конкретной модели, называют 
универсальным множеством или универсумом. Универсум принято обозначать 
буквой U. Заметим, что введение понятие универсального множества помогает 
избежать некоторых противоречий, возникающих в сугубо абстрактных 
конструкциях.  

Коль скоро множество состоит из отдельных элементов, значит, оно делимо 
и можно ввести еще одно понятие – подмножество множества А. Будем 
обозначать его Q(A) и писать, что Q(A)A. Если Q(A) может совпадать с A, пишут 
Q(A)A. Само наше множество A может быть подмножеством другого множества, 
хотя бы того же универсума. Но, рассматриваемое как единое и неделимое целое, 
оно может быть и элементом некоторого множества. Множество множеств иногда 
называют классом или семейством. 

Первый практический вопрос: сколько же подмножеств мы можем 
сформировать из нашего конкретного множества А? Давайте заведем коробку, куда 
будем складывать элементы ai, назовем ее Q(A) и займемся комбинаторикой.  

Вначале наша коробка пуста, то есть  ai, i=1,…,|A| высказывание «aiA» 
ложно. Множество, не содержащее ни одного элемента, называют пустым и 
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обозначают символом . Итак, Q0(A)=. Для него мы имеем набор истинностных 
значений высказываний  «aiA» (набор логических переменных) - (0,…,0). Теперь 
кинем в коробку один элемент. Получим набор значений логических переменных 
(0,…,1).  Уберем выбранный элемент и кинем другой. Получим набор (0,…,1,0). 
Потом будем кидать парами, тройками и так далее. Таких наборов для М двоичных 
переменных, как мы уже знаем (вспомните таблицы истинности) - 2|A|. Значит, 
мощность множества всех подмножеств заданного множества A мощности 
M(A)=|A| есть 2|A|, что соответствует количеству различных наборов из M булевых 
переменных. Множество всех подмножеств {Qi(A)} данного множества A поэтому 
называют булеаном.  

Давайте введем специальное обозначение для булеана. Хотя в литературе его 
часто обозначают как 2A, мы будем обозначать его буквой B, чтобы не путать с 
понятием мощности множества A. Итак,  B(A)={Qi(A)|i=0,1,…, 2|A| }. 

Из всего сказанного следует, что любому подмножеству конечного 
множества мощности n можно сопоставить элементарную конъюнкцию из n 
переменных, где каждой переменной xi соответствует высказывание «aiA».  

Второй практический вопрос: сколько существует подмножеств заданной 
мощности N<M для нашего множества A? Договоримся, что способ расположения 
элементов в такой конструкции нас не интересует. Эта ситуация соответствует 
такому понятию комбинаторики, как число сочетаний из M элементов по N. 
Вспомним, что число возможных перестановок из N элементов PN=N!, число 
размещений из M элементов по N, с учетом их положения (с нумерацией 

элементов)  
N)!-(M

M!1)N(M...1)(MMAN
M  .  Если не учитывать нумерацию 

элементов внутри подмножества (что и называется сочетанием), то это число будет 

в PN раз меньше:  
N!N)!-(M

M!
P
A

C
N

N
MN

M  .  Итак, |{Qi}|=
N!N)!-(M

M! . 

 
Операции над множествами. 

 
Заметим сразу, что операции над множествами подразумевают то или иное 

комбинирование элементов этих множеств. Поэтому операции можно выполнять 
только над множествами объектов, которые принадлежат одному и тому же 
универсуму: AU, BU.  

На конечном универсуме U, состоящем из элементов x, мы можем создать 
2|U| различных множеств, включая сам универсум и пустое множество .  

Теперь посмотрим, как эти множества можно комбинировать между собой. 
Объединение множеств AB есть множество элементов x, принадлежащих 

либо A, либо B: AB={x|xAxB}. 
Пересечение множеств AB есть множество элементов x, принадлежащих 

одновременно A и B: AB={x|xA&xB}. 
Разность множеств A\B есть множество элементов x, принадлежащих A, но 

не принадлежащих B: A\B={x|xA&xB}. 
Симметрическая разность множеств AB есть множество элементов x, 

принадлежащих либо A, либо B, но не принадлежащих A и B одновременно: AB= 
(AB)\(AB)={x|(xA&xBxB& xA}. 
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Дополнением множества A называется множество A ={x|xA}. Дополнение 
рассматривается относительно универсума: UAA  . 

Обратите внимание, что все предикатные записи операций над множествами 
включают в себя элементарные высказывания «xA», «xB» и позиционные связки 
(логические операции). То есть математические описания операций над 
множествами представляют собой логические выражения. Отсюда следует, что 
любой последовательности операций над множествами можно сопоставить 
логическую формулу, где логическими переменными являются предикаты 
принадлежности элементов множествам. Этот способ выполнения операций над 
множествами иногда называют методом характеристических функций [2].  

Давайте посмотрим, каким логическим операциям соответствуют 
перечисленные операции над множествами. Для этого обозначим высказывание 
«xA» буквой a, а высказывание «xB» – буквой b. 

AB={x|xAxB}={x|ab}  дизъюнкция: ab. 
AB={x|xA&xB}={x|a&b}  конъюнкция ab. 
A\B={x|xA&xB}= }&|{ bax  разность: .baba   
AB= (AB)\(AB)={x|(xA&xBxB& xA}= }&&|{ abbax   сложение 

по модулю 2:  .bababa   
A ={x|xA}= }|{ ax   отрицание: a . 
Во всех случаях мы использовали ДНФ соответствующих логических 

операций. Следовательно, для выполнения операций над множествами с 
использованием метода характеристических функций мы можем пользоваться 
только тремя операциями – конъюнкцией, дизъюнкцией и отрицанием.   

 
Свойства операций над множествами. 

 
Итак, мы выяснили, что операциям над множествами можно сопоставить 

определенные логические операции, рассматривая предикаты принадлежности 
элементов к множествам как логические переменные. Теперь, используя уже 
известные нам логические законы, рассмотрим свойства операций над 
множествами.  

Введем, как и выше, обозначения: a=«xA», b=«xB» и рассмотрим 
последовательно все  логические законы. 

1. Закон отрицания отрицания: aa  . Согласно нашим обозначениям, a = 
«xA», а мы знаем, что Aax }|{  - дополнение множества A до универсума: 

.\ AUA  . Тогда .AxAxa   Отсюда .AA  . Это свойство операции 
над множествами иногда называют инволютивностью [1]. 

2. Коммутативность, ассоциативность и дистрибутивность операций над 
множествами вытекают из соображения, что предикаты принадлежности, 
через которые мы определяем эти операции, не задают никакого правила 
расположения элементов внутри самих множеств.  Следовательно, 
«xAxB»«xBxA»  AB=BA (коммутативность объединения). 
Аналогичные рассуждения можно провести и для двух других операций. 

3. Закон нуля и единицы:  AA ={x|xA&xA}={x| aa  }=, поскольку 
выражение aa   является противоречием. AA ={x|xAxA}={x| aa  }=U, 
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поскольку aa   - тождество.  AU=U, AU=U , так как AU. UAA  , так 
как .\ AUA  .  

4. Законы де Моргана. Покажем, что BABA  . Пусть Q={x|x BA }. Это 
означает, что xAB. Значит, либо xA, либо xB. Перейдем к записи этого 
условия через предикаты принадлежности и получим: 

}.|{}|{ baxBxAxxQ   С другой стороны, в соответствии с записью 
операции пересечения через предикаты принадлежности, имеем: 

}.|{}&|{ baxBxAxxQ   То есть }|{}|{ baxbaxQ  , откуда и 
получаем BABA  . Точно так же можно показать, что BABA  . 

5. Законы поглощения. A(AB)={x|xA(xA&xB)}, а поскольку 
Q={x|xA&xB}A, то множество A можно рассматривать по отношению к 
Q как универсум. Используя закон нуля и единицы, имеем: AQ=A. 
Следовательно, A(AB)=A. Аналогично можно получить, что A(AB)=A. 

6. Законы склеивания. ABABA  )()( . Воспользуемся дистрибутивным 
законом: ))(())(()()( BABBAABABAQ  . Применив к 
левой скобке в операции объединения закон поглощения, а к правой – еще 
раз дистрибутивный закон, а затем закон нуля и единицы, имеем: 

)( BAAQ  . Еще раз применяем закон поглощения и получаем Q=A. В 
качестве упражнения, покажите самостоятельно, что ABABA  )()( . 

Итак, мы установили полную аналогию между логическими законами и 
свойствами операций над множествами. Поэтому для выполнения сложной 
последовательности операций над множествами мы можем пользоваться методом 
характеристических функций, то есть переходить от последовательности операций 
к логическому выражению. Результат выполнения операций в этом случае будет 
записан через предикаты принадлежности в виде МДНФ соответствующего 
логического выражения. 
 Пример 1. Найти результат следующих операций над множествами A,B,C: 

Q=((AB)(BC))\(AC). 
Введем обозначения: a=«xA», b=«xB», с=«xС» и запишем данное выражение в 
предикатной форме: 

 Q={x|((ab)bc)-ac}. 
 Выполним преобразования над логическим условием, используя 
представление логических операций через ДНФ и логические законы: 

).()()())(( cacbbabacacbbabacacbba   После 
преобразования получаем: }&&|{}|{ cxBxAxxcbaxQ  . 
 Пример 2. Показать, что ((BC)\A)(AC)С. 
 Как и в предыдущем примере, выполним операции над множествами через 
преобразование соответствующего этим операциям логического 
выражения: )}.())((|{ caacbxQ   

.)()()()())(( cbacbcbcacacacbcbacaacb   
 Отсюда имеем, что }&&|{ CxBxAxxQ  , то есть Q является 
подмножеством C. 
 
 
 



 22 

Описание числовых множеств на плоскости. Диаграммы Эйлера. Их связь с 
диаграммами Венна. 

 
Диаграммы Эйлера – это графический способ представления операций над 

множествами, который появился раньше диаграмм Венна (Эйлер жил в XVIII веке, 
а математическая логика как наука сформировалась значительно позже).  

Рассмотрим в качестве универсума множество всех точек плоскости. Введем 
декартову систему координат (X,Y) и вспомним, как описывается множество точек, 
принадлежащих линейному или площадному объекту. Если объект линейный, то 
множество описывается функцией y=f(x). Если объект площадной (полигон), то он 
описывается системой неравенств (предикатов) вида y>f(x), y f(x) (если граница 
включается) или y<f(x). Знак неравенства зависит от того, с какой стороны от 
ограничивающей функции лежат принадлежащие полигону точки. Например, 
множество точек, принадлежащих кругу A с центром в точке (a,b) и радиусом r, 
описывается неравенством (x-a)2+(y-b)2r2. Выполнение этого неравенства для 
некоторой точки (x,y) соответствует  значению «true» предиката принадлежности 
«(x,y)A».  

Поскольку теория множеств появилась в пору расцвета аналитической 
математики, то такая геометрическая модель хорошо отражала наиболее общий 
случай, в том числе и тот, когда множества и их подмножества имеют бесконечно 
большую мощность (континуум). Произвольное множество А отображается на 
плоскости фигурой, ограниченной замкнутой кривой f(x,y)=0. В случае круга – 
кривой (x-a)2+(y-b)2-r2=0. Эта часть плоскости – область значения true (1) для 

предиката «(x,y)A». Часть плоскости за пределами круга соответствует, по 
определению, дополнению A до универсума.  

Если теперь изобразить таким же способом множества B,C,…, то, следуя 
предикатному определению операций над множествами, мы можем отобразить 
результаты различных операций, штрихуя или закрашивая области Q(A,B,C,…), в 

Иллюстрация результатов операций над 
множествами с помощью диаграмм Эйлера. 

AB                                AB 

A\B                                    AB 
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которых логическая функция от предикатных переменных  принимает значение 
true (1).  

Штриховка или закрашивание применяется именно потому, что любая точка 
этой части плоскости принадлежит некоторому подмножеству Q(A,B,C,…), а таких 
точек бесконечно много. В диаграмме же Венна единственная точка внутри 
контура указывает на то, что под ней подразумевается неделимое понятие, а 
именно значение логического высказывания. И это  высказывание может не иметь 
никакого отношения к операциям над множествами. 

А вот для множеств здесь возникают еще два важные понятия: покрытие и 
разбиение. 

Семейство подмножеств E={Ei},i=1,…,|E |  называется покрытием 
множества M, если каждый элемент из M принадлежит хотя бы одному Ei. 
Семейство называется дизъюнктным или, иначе, разбиением M, если каждый 
элемент M принадлежит только одному Ei. То есть во втором случае существует 
взаимно однозначная связь между каждым элементом x и подмножеством Ei. 
Построение разбиения M иначе можно назвать задачей классификации элементов x 
из множества M.  

Теперь рассмотрим примеры описания операций над площадными 
объектами как над множествами точек плоскости. Подобная задача возникает, в 
частности, при редактировании площадных объектов в ГИС и выполнении 
оверлейных (то есть с использованием нескольких тематических слоев карты) 
топологических операций. Конечно, сами площадные объекты в реальных задачах 
могут быть значительно сложнее. Но в любом случае нужно стремиться к наиболее 
рациональному описанию, как самих множеств, так и выполняемых над ними 
операций. 
 Пример 1. Описать заштрихованные части фигуры как операции над 
множествами точек плоскости. 

 
  

Чтобы получить наиболее рациональное описание множеств, заметим, что 
ромб с вершинами в точках (3,0), (0,3), (-3,0), (0,-3) может быть аналитически 
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описан уравнением |x|+|y|=3. Его внутренняя часть (с границей) определяется 
неравенством |x|+|y|3.  Соответственно, внутреннюю часть ромба с вершинами 
(1,0), (0,3), (-1,0), (0,-3) можно задать как |3x|+|y|3, а ромба с вершинами (3,0), 
(0,1), (-3,0), (0,-1) – как |x|+|3y|3.  
 Таким образом, три ромба, составляющие рассматриваемую фигуру, можно 
описать как множества:  
A={(x,y)| |x|+|y|3}, B={(x,y)| |3x|+|y|3, C={(x,y)| |x|+|3y|3}.  
При таком задании множеств-операндов незаштрихованную часть фигуры можно 
описать как (BC)\(BC), то есть как симметрическую разность BC. 
Следовательно, заштрихованную часть Q данной фигуры наиболее коротким 
способом можно представить как Q=A\(BC).  
 Ответ: Q=A\(BC), где A={(x,y)| |x|+|y|3}, B={(x,y)| |3x|+|y|3, C={(x,y)| 
|x|+|3y|3}.  
 
Пример 2.  В этом примере существует несколько вариантов равносильных 
описаний.  
 

  
Рассмотрим один из возможных. Как и в примере 1, опишем внутреннюю часть 
ромба неравенством |x|+|y|1. Крест, образуемый прямыми y=x и y=-x, можно 
описать уравнением |y|=|x|. Отсекаемые этим крестом квадранты вдоль оси абсцисс 
описываются неравенством |y||x|.  
 Введем в рассмотрение следующие множества: A={(x,y)| |y||x|}; B={(x,y)| 
|x|+|y|1}; C={(x,y)| x2+y21}. Заштрихованную часть фигуры в этом случае можно 
описать как 

).())\(( BABACQ   
 В качестве упражнения рассмотрите самостоятельно другие равносильные 
варианты. 

Упражнения. 
 
Найти результат следующих операций над множествами и построить 

соответствующие им диаграммы Эйлера: 
 

1. ((AB)(B\C))(AC)(BC). 
2. ((A\C)(B\C))((AB)C). 
3. ((AB)(B\C))((AB)(C\A)). 
4.   ))((( BACBCABA  .  
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5.       CBCACBA  \ . 
6. ((AB)(BC)(AC))C. 
7. CBCBBA  \))()(( . 

 
Доказать тождества: 
 

1.    CBACBA  )( . 
2.  (AB)C=A(BC). 
3. (A\B)(B\A)=(AB)\(AB). 
4. (AB)\CA(B\C). 
5.      CBCACBA  \ . 
6. CBABACBBA  )()(\)( . 
7. (((AB)\C)((BC)\A))(AC)AC. 

 
Описать заштрихованные части фигуры как операции над множествами точек 
плоскости. 

    
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Изобразить графически результат операций над множествами точек 
плоскости. 
1.  AB,  A={(x,y) : |x|≤y≤4}, B={(x,y) : y≤1/|x| } 
2.  AΔB, U={(x,y) : y≤3}, A={(x,y) : x2-9≤3y≤ 2-x2}, B={(x,y) : x2-9≤3y≤3/|x| } 
3. BABA  )( , U={(x,y) : x2+y2≤9}, A={(x,y) : 4≤ x2+y2≤ 9}, B={(x,y) : y≤1/|x| } 
4. (AB)(BC)(AC), A={(x,y) : (x-1)2≤|y|≤ |4| 2x },  B={(x,y) : 
(x+1)2≤|y|≤ |4| 2x }, C={(x,y) : x2+y2≤4}. 
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2.2. Отношения на множествах. Бинарные отношения. 
 

При описании числовых множеств на плоскости, мы представляли точку 
через пару ее координат (x,y) и описывали, например, множество точек внутри 
окружности как все пары (x,y), удовлетворяющие условию x2+y2≤a2. То есть 
элементы пары связаны между собой некоторым отношением. В данном случае 
элементами, связанными отношением, являются действительные числа. Но в 
повседневной жизни мы употребляем это понятие в самых разнообразных 
контекстах. Например, можно определить отношение между преподавателями и 
студентами как «A учит B». Ясно, что это отношение будет иметь место не для 
любой пары «преподаватель – студент», а только для тех, кто преподает и изучает 
конкретную дисциплину. И ясно, что если мы рассматриваем, кто кого учит, для 
нас, как и в случае пары координат (x,y), отнюдь не безразлично, в каком порядке 
записаны элементы пары. Значит, если мы хотим определить такое понятие, как 
отношение, мы должны, прежде всего, ввести такое понятие, как упорядоченная 
пара.  

Различие между неупорядоченной парой элементов {a,b} и упорядоченной 
парой (a,b) обычно поясняют на примере сравнения двух пар элементов. Две 
неупорядоченные пары {a,b}={c,d}, если a=b&c=da=c&b=d. Для упорядоченных 
пар (a,b)=(c,d)  a=b&c=d. То есть, в общем случае, для упорядоченных пар 
(a,b)(b,a). Иногда употребляют и такую запись: R=(a,b)={a,{a,b}}. Нетрудно 
догадаться, что существование множества {a,b} зависит от того, какое мы выберем 
a.  Если a,b – числа, то мы можем описать множество упорядоченных пар в виде 
графика, откладывая по оси абсцисс значения a, по оси ординат значения b, для 
которых существует R=(a,b).  

Упорядоченную  пару R называют двухместным или бинарным 
отношением. Упорядоченный набор из n элементов (a1, … , an) называют n-
местным отношением или кортежем.  

Элементы для формирования упорядоченных наборов мы можем выбирать 
как из одного множества, так и из разных. При построении графиков, которые 
отображают бинарные отношения между множествами действительных чисел X и 
Y, мы используем так называемую декартову систему координат. Давайте обобщим 
эти понятия, поскольку мы уже говорили о том, что элементы упорядоченной пары 
далеко не всегда бывают числами. 

Определение. Прямым (декартовым) произведением двух множеств A и 
B называется множество упорядоченных пар (a,b), в которых aA и bB: 

AB={(a,b)| aA & bB}. 
Степенью множества A называется его прямое произведение само на себя: 

An=A…A – всего n раз. 
Нетрудно показать, что |AB|=|A||B| и |An|=|A|n. Попробуйте сделать это сами 

в качестве упражнения. 
Пользуясь введенным понятием прямого произведения, мы можем 

определить бинарное отношение как подмножество прямого произведения AB: 
R=ab={(a,b)R| RAB}. 

Обратите внимание, что запись ab обозначает отношение между 
элементами a и b в общем виде, а запись (a,b) обозначает конкретную 
упорядоченную пару элементов, то есть один элемент отношения. 
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Если у нас задан некоторый универсум U, то мы можем рассматривать  
понятия принадлежности (), включения (), и равенства (=), как отношения на  
B(U) – множестве всех подмножеств универсума U.  

Способы задания отношений. Если отношение содержит небольшое 
количество пар (или наборов), его можно задать, как и множество, перечислением. 
Бинарные отношения, как уже говорилось, могут быть заданы в виде графиков, 
если A,B – числовые множества. В общем случае отношения могут быть заданы в 
виде таблиц или графов. В реляционных базах данных понятие «кортеж» 
соответствует записи в таблице, а поля таблицы с именами A,B,C,…, из которых 
берутся элементы записи, образуют прямое произведение множеств ABC… . 

 
Рассмотрим основные понятия, связанные с понятием бинарного отношения.  
 
Пусть R=ab={(a,b)R| RAB}. Тогда существуют: 
 
обратное отношение  R-1={(b,a)|(a,b)R}; 
дополнение отношения  R={(a,b)|(a,b)R}=(AB)\R; 
тождественное отношение I={(a,a)|aA}; 
однородное отношение: UR={(a,b)|aA&bA}.  
 
У Новикова [1] однородное отношение называется универсальным 

отношением. Но чтобы не было путаницы с универсумом, мы будем использовать 
термин «однородное отношение» для отношения RA2, а термин «универсальное 
отношение» для декартова произведения множеств, на котором задано отношение.  

Коль скоро отношения являются множествами упорядоченных пар (или 
наборов в случае n-местных отношений), то на них можно распространить все 
операции над множествами и свойства этих операций. Но, кроме них, есть еще 
одна важная для практических приложений операция над отношениями. 
 

Композиция отношений. 
 
Пусть заданы два бинарных отношения: R1AB и R2BC (говорят так: 

отношение из A в B и отношение из B в C).  
Композицией отношений R1 и  R2 называется отношение R из  A в C: 
R= R1 o R2 ={(a,c)| aA & cC & bB : (a,b)  R1 & (b,c)  R2}. 
Рассмотрим пример. 
Пусть A - множество студентов ФПК, B – множество специальностей, С – 

множество учебных курсов, изучаемых на этих специальностях. Пусть нам нужно 
определить, какие дисциплины будет изучать каждый конкретный студент ФПК 
(что будет включать его приложение к диплому).   

Здесь   R1 AB – «студент aA получает специальность bB», R2 BC – 
«на специальности bВ изучается дисциплина cC». Искомое отношение R – 
«студент aA изучает дисциплину cC» есть композиция отношений R= R1 R2. То 
есть, чтобы студент aA изучал дисциплину cC нужно, чтобы он учился на 
специальности bB, что соответствует отношению ab, и на этой специальности 
изучалась данная дисциплина cC, что соответствует отношению bc. Значит, для 
решения задачи нам нужно выяснить, для каких пар (a,b) имеются пары (b,c), и из 
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этих пар составить новые пары (a,c), взяв первый элемент из пары (a,b), а второй 
элемент – из пары (b,c). 

Графически операцию композиции можно проиллюстрировать на 
следующей схеме.  

В этой графической схеме каждой упорядоченной паре элементов  (a,b) и 
(b,c) сопоставлены стрелки из множества А в множество B и из множества B в 
множество C соответственно. Искомым парам (a,c) соответствуют возможные 
переходы по стрелкам из множества A  в множество C.  

Теперь составим бинарные таблицы R1 и R2  для представленных данной 
схемой отношений. Элементы этих таблиц rij(1)  и rjk(2)   соответствуют отношениям  
(ai,bj) и  (bj,ck).  Первая таблица будет содержать |A| строк и |B| столбцов, вторая - |B| 
строк и |C| столбцов. Для нашего примера таблицы будут иметь вид:  

 
      

1 0 1 1 0 0 
0 1 0 0 1 0 
0 0 1 0 0 1 

   
R1                                                                          R2 
 
Одновременное существование отношений rij(1)  и rjk(2)    соответствует 

логическому произведению (конъюнкции) элементов таблицы rij(1)  rij(2), и значение  
каждого элемента rik итоговой таблицы R будет зависеть от того, принимает ли 
хотя бы одна из этих элементарных конъюнкций значение «1», что соответствует 
логическому сложению (дизъюнкции). Для нашего примера r11=(r11(1) r21(1) r31(1) 
r41(1) )( r11r12(2) r13(2) r14(2) r15(2) r16(2)),  и так далее. То есть при i=1,…,|A|,  
j=1,…,|B|, k=1,…,|C| мы имеем: R= R1 o R2 = R1 R2 , где  R1 R2  - логическое 
перемножение матриц.  

Степенью отношения Rn называется композиция отношения R n раз с самим 
собой.  

Ядром отношения RAB называется композиция R*= R o R-1. Ядро 
отношения является отношением на A. 

 
 
 
 

1 0 0 
0 1 1 
1 0 0 
0 1 0 

Схема для иллюстрации понятия 
композиции отношений. 
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2.3. Однородные отношения. 
 

 Как уже говорилось в предыдущем разделе, однородным отношением 
называется отношение 

 R= a  b={(a,b)|aA&bA}. 
 

То есть можно сказать, что однородное отношение – это отношение RA2. 
Однородные бинарные отношения – важный тип отношений для многих 
приложений информатики и других разделов дискретной математики, в частности, 
для задач теории графов. Забегая вперед, скажем, что ребра любого графа задают 
однородное бинарное отношение на множестве его вершин V. Множество точек на 
плоскости с заданной системой координат (X,Y) – это тоже однородное бинарное 
отношение, где A – множество действительных чисел. 

Свойства однородных отношений рекомендуется добросовестно выучить, 
чтобы потом без затруднений читать специальную литературу по базам данных, 
теории графов и некоторым другим теоретическим разделам информатики. Эти 
свойства позволяют выделить особые виды однородных отношений, имеющие 
важное практическое значение. 

 
Свойства однородных отношений. 

 
 1. Рефлексивность:    aA имеет место отношение (a,a). То есть 

отношение  (a,b) всегда существует при a=b.  Свойство рефлексивности  означает, 
что IR. 
            2. Антирефлексивность:   aA имеет место (a,a). То есть отношение  (a, 
b) не существует ни при каких  a=b.   
 Если для каких-то a=b отношение существует, а для каких-то нет, то следует 
говорить, что отношение просто не рефлексивно. 

Примеры рефлексивных отношений на множестве точек плоскости XY: 
1) R={(x,y) | x=y};  
2) R={(x,y) | |y|<|x|+1};  
3) R={(x,y) | x+y=2k, k=1,2,…,n}. 
3. Симметричность:   a,bA (a,b)R  (b,a)R.  Свойство 

симметричности означает, что R-1R. 
Симметричными отношениями на множестве точек плоскости XY  являются  

отношения 1) и 3) из приведенных выше.  
4. Антисимметричность:   a,bA , ab,  (a,b)R    (b,a)R.  То есть 

условие симметричности не выполняется ни при каких a,b. Простейший пример 
антисимметричного отношения на XY  – строгое неравенство  x<y. 

Если для каких-то ab симметричность выполняется, а для каких-то нет, то 
следует говорить, что отношение R просто не симметрично. Примером такого 
отношения является отношение 2). 

5. Транзитивность.   a,b,cA   (a,b)R & (b,c)R   (a,c)R.  Очень 
важное свойство отношений.  

Свойство транзитивности можно записать через степень отношения 
(композицию отношения с самим собой): R2 =R  R  R. 
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Антитранзитивность обычно не рассматривают, хотя можно и ее определить 
так же, как в первых двух случаях. 

 
Примеры транзитивных отношений: 
 
1) все три примера, приведенных выше; 
2)  x<y ( в том числе и нестрогое неравенство); 
3) отношение вложенности на  B(U): пусть A,B,C  U. Если A  B & B  C 

   A  C. 
 
6. Полнота (линейность):  a,bA , ab    (a,b)R  (b,a)R .  Полнота 

отношения означает, что R  R-1  I = UR. 
 
Свойство полноты, вообще говоря, довольно редкое. Пример полного 

отношения - неравенство xy. 
 

Отношения эквивалентности и отношения порядка. 
 
 Определение 1. Если однородное отношение RA2: 
 

1) рефлексивно, 
2) симметрично, 
3) транзитивно, 

 
то оно называется отношением эквивалентности. Отношение эквивалентности 
часто обозначается «», как и операция эквивалентности в логике. Множество 
элементов aA, для которых выполняется отношение эквивалентности R, 
называется классом эквивалентности. Класс эквивалентности будем обозначать 
[x]: 

 
[x] = {y | yA & yx}. 

 
 Из рассмотренных выше примеров отношениями эквивалентности являются 
примеры 1) и 3). 

Примером отношения эквивалентности на B(U) может служить отношение 
равномощности множеств: |A|=|B|. То есть все подмножества из U одинаковой 
мощности образуют класс эквивалентности. 

 
Определение 2. Если однородное отношение RA2: 

 
1) антисимметрично, 
2) транзитивно, 
 

 то оно называется отношением порядка. Если отношение при этом еще и 
антирефлексивно, то это отношение строгого порядка. Ясно, что отношение 
нестрогого порядка может быть как рефлексивным, так и просто не рефлексивным. 
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Для обозначения отношения порядка можно использовать обычный знак 
неравенства. 
 Если отношение порядка не обладает свойством полноты (линейности), то 
обычно говорят об отношении частичного порядка. В задачах дискретной 
математики и информатики чаще всего встречается именно этот тип отношений. 
 Если на множестве А определено отношение частичного порядка, то оно 
называется частично упорядоченным. Множество, на котором определено 
отношение полного порядка, называется вполне упорядоченным. Например, 
числовые множества – это вполне упорядоченные множества. 
 Теорема. На всяком конечном, непустом, частично упорядоченном 
множестве существует минимальный элемент y |  xy y<x. 
 Вполне упорядоченное множество содержит только один минимальный 
элемент, на частично упорядоченном множестве их может быть несколько. 
 Булеан B(U), - это вполне упорядоченное множество относительно 
отношения вложенности (). Минимальным элементом в этом случае является 
пустое множество . 
 

Замыкание отношений. 
 

 Пусть R и R’ – однородные отношения на множестве A. Отношение R’  
называется замыканием отношения R  относительно свойства C, если 1) R’ 
обладает свойством C; 2) R является подмножеством R’: RR’; 3) R является 
наименьшим среди всех R’’, таких что имеет место C(R’’) и R R’’.  
 

2.4. Функции как специальный вид отношений. 
 
 В отличие от аналитических функций, понятие функции в дискретной 
математике строго связано с однозначностью. То есть функцией называется 
отношение f из A в B, такое, что  

a A  (a,b)  f & (a,c)  f  b=c. 
 
Обозначают это  f : A  B или BA f , или b=f(a), a называют аргументом. 
 

Пример. Если X,Y – множества всех действительных чисел, то неравенство 
yx является отношением, а y=x – функцией. Пусть теперь X=[-1,1], Y=[-1,1] и f : X 
 Y. В соответствии с данным определением y=x – это функция, а |y|=|x| - 
отношение. 

Функции в дискретной математике обычно рассматривают на дискретных 
и/или ограниченных множествах.  

Пусть f : A  B и A1  A, B1  B. Множество F(A1)  B называется образом 
множества A1,  а множество F-1(B1)  A – прообразом множества B1. То есть 

 
F(A1)={bB| a A1 : b=f(a)}, 

F-1(B1)= {aA| b B1 : b=f(a)}. 
 

F является отношением из множества B(fA) в множество B(fB). При этом 
справедлива следующая теорема: 
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Если f : A  B – функция, то F : B(fA)  B(fB) и F-1 : B(fB)  B(fA) – тоже 
функции. 

F называют индуцированной функцией на множестве B(fA), а F-1 – 
переходом к прообразам. 
 Для функции как отношения справедливы все понятия и свойства 
отношений, которые мы рассматривали ранее. Композиции функций 
соответствует понятие суперпозиции в классической математике. 
 Всякая функция, будучи отношением, имеет ядро. Оно обозначается как  

ker f = f o f--1. 
Ядро функции является отношением эквивалентности на множестве ее 

аргументов. 
 
 В чем же принципиальная разница в понятиях отношения и функции с точки 
зрения приложений в информатике? Хотя бы уже в том, что способ задания 
отношений и функций различен. Отношения мы должны задавать таблицей или 
графом, а функцию можно задать списком аргументов и соответствующих этим 
аргументам значений функции.  
 Но для того чтобы задать функцию, а потом и работать с ней, надо ввести 
еще некоторые понятия и свойства, которые также имеют значение для 
предстоящей работы, например, при организации баз данных. 
 Область определения функции:  fA={aA| bB : b=f(a)}.   
 Область изменения функции:  fB={bB| aA : b=f(a)}.   
Если A= fA, то функцию называют тотальной, если A fA – частичной. 
 
 Пример. Пусть теперь X=[-1,1], Y=[0,1] и f : X  Y.  Заметим, что в этом случае и 
y=x и |y|=|x| - функции. Но y=x – это частичная функция, а |y|=|x| - тотальная 
функция. 

Вообще любому отношению можно сопоставить тотальную функцию  









R
Rba

baF
b)(a, если,0
),( если,1

),( . 

Такая функция называется характеристической. Именно с помощью 
характеристической функции мы записываем отношение в виде бинарной матрицы. 
 Функцию от n аргументов называют n-местной. 
 

Инъекция, сюрьекция, биекция. 
 

Функция f : A  B называется инъективной или инъекцией, если разным 
значениям функции соответствуют разные аргументы. То есть 

 
b=f(a1) & b=f(a2)  a1= a2. 

 
Пример.  Пусть X=[-1,1], Y=[-1,1] и f : X  Y. В соответствии с данным 
определением y=x – это инъекция, а y=|x| - нет. 
 

Функция f : A  B называется сюръективной или сюръекцией, если 
область ее изменения совпадает со всем множеством B. То есть 
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 bB  aA | b=f(a). 
 
Пример.  Пусть X=[-1,1], Y=[-1,1] и f : X  Y. В соответствии с данным 
определением y=x – это сюръекция, а y=|x| - нет. 
 Функция f : A  B называется биективной или биекцией, если она 
инъективна и сюръективна. 
 
 В только что рассмотренном примере y=x – это биекция, а y=|x| - нет. 
 

Упражнения. 
  

1. Найти композицию  R= R1 о R2 следующих отношений: 
 а) R1={(a,b),(b,c),(c,d),(d,c)}, R2={(b,m),(c,k),(d,k),(d,a)}; 
б) R1={(1,3),(1,5),(2,4),(2,6),(3,5)}, R2={(3,4),(3,2),(2,1),(5,6),(6,3)}. 
 
2. Найти ядро однородного отношения R={(a,b),(b,c),(e,c),(f,e),(d,b)}, 

A={a,b,c,d,e,f}. 
 

3. Изобразить графически бинарные отношения x1 x2, заданные на 
множестве целых чисел X={1,2,…,10}. Указать, какими свойствами обладает 
каждое отношение. Есть ли среди них отношения эквивалентности и отношения 
порядка? 

 
а) R={(x,y) |  x1≤ x2+1};   
 б) R={(x,y) | x1?  x2 } (x1 делится без остатка на x2);   
 в) R={(x,y) | |x1-x2|≤4};    
 г) R={(x,y) | x1+x2=2k, kN}; 
 д) R={(x,y) | |x1-x2| =2k-1, kN}; 
 е) R={(x,y) | x1

2+x2
3 =2k, kN}. 

 
4. Какие из приведенных ниже отношений являются функциями?  

 1) студент – год поступления; 
 2) студент – номер зачетной книжки; 
 3) студент – общественная нагрузка; 
 4) студент – размер стипендии. 
 

5. К какому типу относятся следующие функции YX f , заданные на 
декартовом произведении XY множеств действительных чисел X=[0,1], Y=[0,1]? 

a) y=tg x; 
б) y=cos x; 
в) y=x2; 
 
6. Пусть А=[0,2], B=[0,1]. Приведите примеры аналитических функций, 

которые будут на декартовом произведении заданных множеств:  
1) частичной биекцией; 
2) тотальной инъекцией, но не биекцией; 
3) тотальной сюръекцией, но не биекцией. 
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2.5. Алгебраические системы. Алгебра множеств и булева алгебра. 
 
 В современных информационных системах существует большое 
разнообразие типов данных и различных действий, которые необходимо с ними 
производить. При этом каждый раз необходимо быть уверенным, что, выполняя 
какие-то действия на множестве данных определенного типа, мы не зайдем в тупик 
и не получим абсурдный результат. Но если свойства наших данных и операций 
(отношений) над ними укладываются в некую известную структуру, мы можем 
заранее определить, какие действия можно выполнять в рамках такой структуры, 
чтобы не попасть в подобную ситуацию. Вот для этого и используется такое 
понятие как алгебраическая система или просто алгебра. Такая абстрактная 
система состоит из двух множеств: множества данных, которое называют 
носителем алгебры, и множества отношений на этих данных. Обозначают ее так: 
A=M,.  
 Любую бинарную операцию a o b, где a,bA, можно рассматривать как 
однородное бинарное отношение. Более того, такое отношение является функцией. 
Если  a,bA результат некоторой операции c=a o b , сA, то говорят, что A 
замкнуто относительно этой операции, что обозначается как AAA. В 
дискретных алгебраических системах обычно подразумевается замкнутость 
носителя M относительно операций из множества . Если в системе A=M, все 
отношения из  являются операциями (функциями), то такую систему, называют 
просто алгеброй, если нет, то моделью или реляционной алгеброй. 
  Рассмотрим уже известное нам множество всех подмножеств множества A 
(включая само множество и пустое множество ), то есть  булеан B(A). Мы уже 
знаем, что результаты всех основных операций над множествами (объединение, 
пересечение и образование дополнения) будут принадлежать B(A). То есть можно 
сказать, что B(A) замкнуто относительно этих операций.  Поэтому система  
А,B(A),,,\  называется алгеброй множеств.   
 Разновидности алгебр определяются частично характеристиками их 
носителей, но в большей степени свойствами операций.  
 Наиболее часто встречающиеся свойства операций мы уже рассматривали, 
когда говорили о логических законах. Будем обозначать абстрактную операцию 
белым кружком о. Поскольку же для рассмотрения свойств нам понадобятся две 
операции, ведем еще значок  для второй операции. 
 Итак, пусть a,b,c – элементы множества-носителя, то есть a,b,cM. Операции 
{о, } , MMM. В алгебраических  системах чаще всего рассматриваются 
следующие свойства операций. 

1. Ассоциативность: (a o b) o c = a o (b o c). 
2. Коммутативность: a o b  = b o a. 
3. Дистрибутивность слева: a  ( b o c) = (a  b) o (a  c). 
4. Дистрибутивность справа: (a o b )  c = (a  c) o (b  c). 
5. Поглощение: (a o b )  a = a. 
6. Идемпотентность:  a o a = a. 

 
Самым простым видом алгебры является полугруппа – алгебра с одной 

ассоциативной бинарной операцией. Полугруппами являются формальные 
(машинные) языки. Носителем полугруппы является допустимое множество 
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символов A (алфавит языка), а бинарной операцией – операция конкатенации 
(сцепления) символов.  

Если в полугруппе существует единица, то есть такой элемент e, что aA 
ea=ae=a, то это моноид. Чтобы получить моноид из такой полугруппы, как 
формальный язык, достаточно добавить в алфавит этого языка пустой символ. 

Моноид с обратным элементом, то есть при выполнении условия aA  a-1 
| aa-1=e, называется группой. В группе можно однозначно решить уравнение вида  
ax=b: решение имеет вид x=ba-1. 

В группе имеют место следующие свойства операций. 
1. (a o b)-1 = b-1 o a-1. 
2. a o b = a o c  b=c. 
3. b o a = c o a  b=c. 
4. (a-1)-1= a. 

 Коммутативная группа, то есть группа, в которой операция a o b 
коммутативна, называется абелевой. В абелевых группах операция обозначается  
или просто +, элемент, обратный к a, обозначается –a, а единица называется нулем.  
 Заметим, что операция + не обязательно арифметическое сложение. Хотя, 
например, множество всех целых чисел образует группу относительно сложения. 
Но, с другой стороны, множество положительных рациональных чисел образует 
группу относительно умножения. 
 Алгебраические системы с двумя операциями это уже так называемые 
линейные системы. Две операции – это умножение и сложение в обобщенном 
смысле. Что такое «в обобщенном смысле»?  Для каждой из этих операций можно 
ввести свой единичный элемент, так, как мы его определили раньше. Один из этих 
единичных элементов будет называться нулем, другой – единицей. К линейным 
системам относятся кольцо и поле. 
 Кольцо – это алгебраическая система, которая является абелевой группой 
хотя бы по одной операции. Как уже говорилось, эту операцию условно 
определяют как «сложение» - . Для второй операции требуется только 
ассоциативность. То есть кольцо – это полугруппа по умножению . Умножение в 
кольце обладает свойством дистрибутивности слева и справа относительно 
сложения. 
 Если умножение обладает еще и свойством коммутативности, то это уже 
коммутативное кольцо. А если это коммутативное кольцо еще и с единицей (то 
есть моноид по умножению), то его прямо так и называют – кольцо с единицей. 
 Примером коммутативного кольца с единицей является машинная 
арифметика целых чисел (тип integer).  
 Если алгебраическая система является абелевой группой относительно обеих 
операций , , и умножение дистрибутивно относительно сложения, то мы 
получаем поле. Наиболее известный пример – поле действительных чисел: R,+,. 
Заметим, что множество рациональных чисел с теми же операциями тоже является 
полем и, следовательно, подалгеброй для R,+,. Можете проверить, что двоичная 
арифметика с одноразрядным сложением по модулю два и конъюнкцией в качестве 
операции умножения тоже является полем.  

Более подробно про кольца и поля можно почитать, например, в [1].  
Для многих компьютерных приложений наиболее важной алгеброй с двумя 

операциями является булева алгебра.  Носителем такой алгебры является 
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множество, которое называют решеткой. Решетка – это множество с двумя 
операциями: сложением и умножением. Сложение здесь обозначают , умножение 
.  Единичный элемент для операции сложения - нуль, единичный элемент для 
операции умножения - единица.  

Свойства операций сложения и умножения в решетке: идемпотентность, 
коммутативность, ассоциативность, поглощение. Решетка является абелевой 
группой.  

Если для пары операций в решетке выполняется дистрибутивность, то 
решетка называется дистрибутивной. Ограниченная решетка имеет верхнюю и 
нижнюю грани, причем нижняя грань  - это нуль, а верхняя – единица. Далее, если 
в ограниченной решетке a существует элемент a/ | , aa/=1 & aa/=0,  который 
называется дополнением, то такая решетка называется ограниченной решеткой с 
дополнением. 
 Из самого определения решетки через свойства операций мы имеем первые 
четыре свойства булевой алгебры. Из дистрибутивности решетки следует пятое 
свойство булевой алгебры – дистрибутивность. Из свойства ограниченности и 
свойства дополнения следуют законы нуля и единицы. То есть получается, что 
булева алгебра – это дистрибутивная ограниченная решетка с дополнением.  
 Из взаимосвязи законов логики и свойств операций над множествами 
нетрудно понять, что ранее введенная алгебра множеств – это тоже булева алгебра. 
Единице здесь соответствует  множество A, нулю – пустое множество. Другие 
интересные примеры булевых алгебр можно посмотреть в [1]. 
 

Упражнения. 
 
            1. Приведите примеры ассоциативных и неассоциативных операций над 
множествами. 
 2. Какие из логических операций обладают свойством коммутативности? 
 3. Обладает ли свойством коммутативности композиция отношений? 
Объясните. 
 4. Показать, что множество невырожденных квадратных матриц порядка n 
образует группу относительно операции умножения матриц.  
 5. Показать, что булеан B(A) на множестве A образует абелеву группу 
относительно операции симметрической разности . 
 6. Показать, что на элементах решетки можно ввести отношение нестрогого 
частичного порядка. 
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3. ТЕОРИЯ ГРАФОВ. 
 

3.1. Основные понятия теории графов. 
 

Что такое граф? Сейчас все люди, так или иначе связанные с компьютерной 
обработкой информации, особенно с графикой, сразу представляют себе точки, 
соединенные линиями или стрелками. Мы уже упоминали графы, когда говорили 
об отношениях. 

Между тем первая задача теории графов, как это часто случалось в 
математике, возникла из головоломки. В начале XVIII века математик Леонард 
Эйлер, приехав в город Кёнигсберг (Калининград), увидел там вот такую 
конфигурацию из мостов (рис.3.1).  

Эйлер задался вопросом: можно ли, начав путешествие с одного берега, 
например, A, пройти по каждому мосту ровно один раз и вернуться в исходную 
точку? Он изобразил мосты в виде графической конструкции (рисунок справа) и 
стал рассуждать следующим образом. Чтобы пройти ровно один раз по каждому из 
путей между парой точек, нужно войти в точку одним путем, а выйти другим. То 
есть число исходящих из каждой точки путей должно быть четным. Значит, в 
данном случае задача не имеет решения. Но, продолжая рассуждения о таких 
конструкциях, Эйлер получил несколько важных результатов, которые и положили 
начало математической теории, а сама задача вошла в историю математики как 
«задача о семи мостах».  

Полтора века спустя другой известный математик, Уильям Гамильтон, 
опубликовал головоломку под названием «кругосветное путешествие». Граф в этой 
головоломке представлял собой развертку додэкаэдра, и каждая из 20 вершин 
соответствовала определенному городу. Требовалось, начав путешествие в одной 
из вершин-«городов», побывать в каждом ровно один раз и вернуться в начальную 
вершину. Позднее эта задача стала широко известна в математике, как «задача 
коммивояжера», только в ней еще требуется пройти таким путем, чтобы стоимость 
путешествия была минимальна.    

Примерно в это же время возникла задача о раскраске карт (задача о четырех 
красках): можно ли раскрасить карту мира четырьмя красками так, чтобы никакие 
две страны, имеющие общую границу, не были закрашены одним цветом? То есть, 
как мы видим, все задачи изначально были, как сказали бы сейчас, из области ГИС. 
Но по мере развития компьютерных дисциплин и формализации разных задач из 
практики оказалось, что графы – удобный способ описания самых разнообразных 
связей, причем не только пространственных. Графы давно уже применяются в 
различных технических приложениях, например, в теории электрических цепей, в 

Рис. 3.1. К задаче Эйлера о семи мостах. 
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задачах планирования и управления производственными процессами. Но наиболее 
мощным толчком развитию теории графов послужило, конечно, появление 
вычислительной техники и развитие коммуникационных сетей.  

Приложения теории графов мы будем рассматривать по мере изучения, но 
некоторые типы задач все-таки стоит выделить. 
 Задачи обхода. Обход графа по ребрам - это как раз задача Эйлера. 
Соответственно, есть задача Гамильтона – обход графа по вершинам.  
Задачи о достижимости. Можно ли из одной заданной вершины графа попасть в 
другую заданную вершину?  Эта задача особенно интересна в тех случаях, когда 
связи между вершинами однонаправленные, то есть ориентированные. Такая 
задача, например, может возникнуть при планировании сложных разработок, в 
которых задействовано много исполнителей (сетевое планирование).    
Задачи о минимальном соединении. Как соединить дорогами несколько городов, 
чтобы затраты были минимальны? Такая же задача возникает и при прокладке 
любых коммуникационных сетей.  
Задачи о кратчайших путях. Такую задачу мы сами часто решаем, отправляясь в 
путешествие. Она может возникнуть в любой сетевой конструкции, где известна 
«стоимость» перемещения между двумя точками. И эта сеть - не обязательно 
транспортная. 

Существуют и другие задачи, которые решаются на графах специального 
вида, например, двудольных. Одним из распространенных видов графов являются 
деревья, которые широко используются в системном анализе и при разработке баз 
данных. 
 О приложениях можно говорить долго, но перейдем к теории. Прежде чем 
изучать теорию, надо определиться с базовыми понятиями. Как говорил математик 
Лейбниц, «обозначай и властвуй». 
 Начнем с формального определения графа. Графом G назовем пару 
множеств G={V,E}, где V – множество вершин (vertex), E – множество связей 
между этими вершинами – ребер (edge).  
 Можно сказать, что граф представляет собой однородное отношение на 
множестве VV. Поэтому ребра обозначают упорядоченной парой вершин 
eij=(vi,vj). 
 Если E=, то такой граф называют нуль-графом. Если |V|=1, то граф 
называют тривиальным.  
 Смежность и инцидентность. Говорят что вершина v инцидентна ребру e, 
если она является его концевой точкой.  Соответственно, в этом случае говорят, 
что ребро e инцидентно вершине v. То есть понятие инцидентности для пары 
«вершина – ребро» симметрично.  
 Две вершины графа смежны, если они инцидентны одному и тому же ребру. 
 Если какая-то пара вершин в графе соединена более чем одним ребром, то 
такой граф называют мультиграфом. Конструкция из задачи о семи мостах – это 
как раз мультиграф. 
 Если в графе есть ребро, концевыми точками которого является одна и та же 
вершина (в графе есть петля), то такой граф часто называют «псевдографом». В 
теории графов под графом обычно подразумевается граф без петель, хотя в 
некоторых случаях это специально оговаривается. 
 Ориентированный граф – граф, в котором все ребра имеют ориентацию. 
Будем обозначать этот граф Gd. В ориентированном графе (vi,vj)(vj,vi). Если граф 
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не содержит ориентированных ребер, его называют неориентированным. Если в 
графе есть и ориентированные, и неориентированные ребра, то его называют 
смешанным. 
 Степенью или валентностью вершины v называют число ребер, 
инцидентных этой вершине. Степень вершины обозначают (v). Если граф 
ориентированный, то число входящих в него дуг называют полустепенью захода 
+(v), а число исходящих – полустепенью исхода -(v). Тогда степень вершины 
(v)= +(v)+ -(v). 
 Первый результат теории графов, который получил Эйлер, разбираясь с 
кёнигсбергскими мостами, касается именно степеней вершин.  
 Введем обозначения для числа вершин и числа ребер в графе: p=|V|, q=|E|. 
Величины p и q являются основными числовыми характеристиками графа или, по-
научному говоря, его основными инвариантами. 
 Теорема Эйлера о степенях вершин. Сумма степеней всех вершин графа 
равна удвоенному числу его ребер: 
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Доказательство очень простое: когда мы суммируем степени двух смежных 
(соединенных ребром) вершин, мы учитываем это ребро и в первой, и во второй 
сумме. Если граф ориентированный, то мы учитывает ребро один раз как 
исходящее, второй раз – как входящее. То есть в сумме всех степеней вершин 
каждое ребро учитывается дважды. Отсюда и вытекает данное соотношение. 

Из этой теоремы есть практически важное следствие: в любом графе число 
вершин нечетной степени четно.  

Для доказательства разделим сумму всех степеней вершин на две части: 
сумму четных степеней и сумму нечетных степеней.  
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Общая сумма, как следует из исходного соотношения, четна. Следовательно, 
обе суммы в правой части должны быть либо одновременно четны, либо 
одновременно нечетны. Поскольку в первой сумме все входящие в нее слагаемые 
четны, она тоже будет четной. То есть вторая сумма тоже должна быть четной. А 
поскольку в ней все слагаемые нечетны, это возможно только в одном случае – 
когда четно само количество слагаемых, то есть количество вершин нечетной 
степени. 

Введем еще два вида графов, связанных с понятием степени вершины. 
Граф, у которого все степени вершин одинаковы и равны n, называется 

регулярным степени n. Будем обозначать такой граф Rp,n. Величина n называется 
степенью регулярности графа. 

Граф, у которого все вершины соединены ребрами, называется полным и 
обозначается Kp. Полный граф является регулярным графом степени n-1. 

Плоским или планарным называется граф, который можно разложить на 
плоскости без пересечения ребер. 

Примерами неплоских графов могут служить графы K5 и R6,3 (рис.3.2).  
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Упражнения. 

 
1. Сколько ребер имеют следующие графы: K1,2, K2,5, R8,3, R15,8? 
2. Сколько регулярных графов можно построить на 5, 6, 7 вершинах? 
3. Существуют ли регулярные графы R10,3, R15,7, R21,4, R27,5? 
4. Являются ли планарными изображенные ниже графы (можно ли их 

перерисовать так, чтобы ребра не пересекались)? 

 
 

3.2. Представление графов в ЭВМ. 
 
 Поскольку граф является однородным бинарным отношением на множестве 
V2, то его естественней всего представить в виде бинарной матрицы размерности 
|V||V|=pp, так же, как мы уже представляли отношения. Матрицу можно 
обозначить, например, AE, чтобы подчеркнуть ее непосредственную связь с 
множеством E. В этой матрице aij=1, если существует ребро eij=(vi,vj) и aij=0 если 
такового нет. Такую матрицу называют матрицей смежности или, иначе, 
матрицей непосредственной достижимости. Для ориентированного графа aijaji, 
для неориентированного графа матрица будет симметричной относительно 
диагонали. 
 По диагонали в матрице смежности принято ставить 0 или какой-нибудь 
«пустой» символ. Хотя можно сказать, что вершина «смежна сама с собой», но под 
смежностью подразумевается именно наличие ребра. Единица на диагонали может 
возникнуть, если граф имеет петлю. Но такой граф, как уже говорилось, обычно 
называют псевдографом. 
 Представление графа матрицей смежности удобно, когда каждую пару 
вершин соединяет только одно ребро. А что же делать с мультиграфами,  такими, 
как мы видели, например, в задаче о семи мостах? Можно, конечно, ввести весовые 
коэффициенты в соответствии с числом ребер, но это уже будет не бинарная 
матрица, что для некоторых задач весьма существенно. В таком случае можно 
использовать матрицу инциденций. Размерность такой матрицы |V||E|= pq, то 
есть индексами по столбцу будут, как и раньше, номера вершин, а индексами по 
строке будут номера ребер. Обозначим эту матрицу BE.  Тогда bij=1, если ребро j 
инцидентно вершине i, и  bij=0 в противном случае. Для представления графа 
матрицей инциденций ребра придется предварительно занумеровать. 

Граф K5. Граф R6,3. 

Рис.3.2. Примеры неплоских графов. 
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 В матрице BE сумма элементов по i –й строке есть степень i-й вершины. То 
же самое справедливо для матрицы AE, если граф неориентированный. Но если 
граф ориентированный, то сумма элементов матрицы AE по i-й строке - это только 
полустепень исхода -(vi). Полустепень же захода +(vi) есть сумма элементов  по i-
му столбцу. То есть полная степень вершины (vi) в случае ориентированного 
графа есть сумма элементов по строке плюс сумма элементов по столбцу. 

 Таким образом, для подсчета инвариантов и других численных 
характеристик бинарные матрицы очень удобны. Однако это не самое экономное и 
иногда не самое удобное представление. Для задач обхода, например, удобнее так 
называемый список смежности или, иначе, список ссылок. В списке смежности 
каждому номеру вершины сопоставляется список номеров смежных с ней вершин 
(или ссылок на эти вершины). Каждому ребру соответствует один элемент этого 
списка. Так можно представлять и мультиграфы, в этом случае одно и то же число 
в списке повторится несколько раз.  Если же мы имеем дело с ориентированным 
мультиграфом, то список ссылок – единственно возможный способ представления 
без введения каких-то дополнительных условных обозначений.  

Максимальный объем памяти, занимаемой таким списком, не превосходит  
2q. 

Наконец, несложный граф, как любое бинарное отношение, можно задать 
списком ребер – упорядоченных пар вершин. Таким способом можно представлять 
и мультиграфы. Но такое представление менее удобно при работе с графом и 
используется редко. 

  Рассмотрим в качестве примера представление всеми возможными 
способами следующего ориентированного мультиграфа (рис.3.3). В данном случае 
его можно рассматривать и как смешанный граф, если два ребра с 
противоположной ориентацией заменить одним неориентированным ребром.  
 
 
 
 
 
                                  
 

 
 

1. Представление матрицей смежности. 
 

0 0 0 0 0 1 
1 0 0 0 0 0 
0 1 0 1 1 0 
0 0 0 0 0 1 
0 0 1 0 0 0 
1 0 0 0 1 0 

   
2. Представление графа списком дуг: (1,6),(2,1),(3,2),(3,4),(3,5),(4,6),(5,3),(6,1),(6,5).    
 

2 1 

3 

4 5 

6 

Рис.3.3. Ориентированный мультиграф. 
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3. Представление матрицей инциденций. Номера дугам присвоены в соответствии с 
их положением в списке 2. Чтобы отразить ориентацию, инцидентной вершине в 
данном случае будем считать только исходящую дугу. 

 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 1 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 1 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 1 

 
4. Представление графа списком смежности: 1) 6; 2) 1; 3) 2,4,5; 4) 6; 5) 3; 6) 1,5. 
 

Упражнения. 
 

1. Представить графы для ввода в ЭВМ всеми возможными способами: 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

3.3. Изоморфизм графов. 
 
 Когда мы описывали графы для ввода в ЭВМ, мы нумеровали вершины 
произвольным способом, из чего можно сделать вывод, что вид графа не зависит от 
того, как мы пронумеровали вершины. То есть, конечно, что-то изменится в его 
конкретном компьютерном описании, но все такие описания будут соответствовать 
ровно одной и той же графической конструкции. Поэтому говорят, что графы G и  
G’ изоморфны, если один получается из другого перенумерацией вершин.  

Если рассмотреть матрицы смежности этих графов, то для получения A’  из 
A нужно поменять местами соответствующие строки и столбцы матрицы A. То есть 
для компьютерной программы изоморфизм отнюдь не очевиден, и поиск 
изоморфных графов представляет собой задачу перебора, как, кстати, и многие 
другие задачи теории графов. Хотя перебор во многих случаях может быть 
существенно сокращен за счет использования каких-то свойств анализируемых 
графов. 
 Математически изоморфизм определяют как биекцию VV’, 
сохраняющую смежность, или, если каждой вершине из V инцидентно хотя бы 
одно ребро, биекцию EE’.  Вот, кстати, повод вспомнить, что такое биекция.  
Прежде всего, это функциональное отношение или просто функция. То есть для 
каждого прообраза e=(vi,vj) существует единственный образ e’=(v’i,v’j). Эта 
функция тотальна и сюръективна, поскольку V=V’. А поскольку каждому ребру e’ 
соответствует только одно ребро e, то данная функция инъективна. Таким образом, 
мы имеет тотальную инъективную и сюръективную функцию, то есть биекцию.  
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 Рассмотрим теперь свойства этого биективного функционального 
отношения. Прежде всего, заметим, что оно однородно, поскольку определено на 
множестве {G}{G}.  
 Рефлексивность. Отношение двух одинаковых графов с одинаковой 
нумерацией вершин есть тождественное отношение. Следовательно, наша биекция 
рефлексивна. 
 Симметричность. Если два графа отличаются только порядком нумерации 
вершин, то мы можем как первый получить из второго, так и второй получить из 
первого обратной перенумерацией вершин. Значит, отношение симметрично.  
 Транзитивность. Если мы можем получить G2 из G1, заменив каждый номер 
i1 на номер i2, а G3 получить из G2, заменив каждый номер i2 на i3, то выполнив 
операцию композиции с каждой тройкой номеров вершин i1, i2, i3, мы получим из 
графа G1 граф  G3. 
 Итак, получается, что отношение изоморфизма между графами есть 
отношение эквивалентности, а множество изоморфных графов образует класс 
эквивалентности. Это означает, что все свойства графа мы можем рассматривать 
«с точностью до изоморфизма», то есть для всего класса изоморфных 
(эквивалентных) графов. Именно отсюда проистекает понятие инвариантов – 
числовых характеристик, одинаковых для всех изоморфных графов. Основные 
инварианты графа – это число вершин p и число ребер q. В регулярных графах 
инвариантом является степень регулярности n. Для нерегулярных графов мы 
можем рассматривать, например, такие инварианты, как максимальная степень 
вершины max,  минимальная степень вершины min,  число вершин заданной 
степени k и т.п. По мере изучения мы введем в рассмотрение еще ряд полезных 
инвариантов. Но, к сожалению, не существует набора инвариантов, который бы 
однозначно описывал весь класс эквивалентных графов. Именно поэтому для 
поиска изоморфных графов в общем случае приходится использовать перебор. 
 

Упражнения. 
 

1. Изоморфны ли графы, заданные следующими списками смежности? 
Объясните ответ. 

1) 2,3,4; 2) 1,4,5; 3) 1,5; 4) 1,2; 5) 2,3. 
1) 2,3; 2) 1,3,4,5; 3) 1,2; 4) 2,5; 5) 2,4. 

2. Есть ли среди следующих графов изоморфные? Если есть, то какие? 

 
 

3. Есть ли среди графов, заданных следующими списками смежности, 
изоморфные? 

1) 2,3,5; 2) 1,3; 3) 1,2,4,5,6; 4) 3,6; 5) 1,3; 6) 3,4. 
1) 2,3,4,5,6; 2) 1,6; 3) 1,6; 4) 1,5; 5) 1,4; 6) 1,2,3. 
1) 2,5; 2) 1,3,4,5,6; 3) 2,4; 4) 2,3; 5) 1,2,6; 6) 2,5. 
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3.4. Подграфы и части. Операции над графами. 
 

В этом и следующих разделах под графом  G(V,E) мы будем подразумевать 
неориентированный граф, если специально не оговорено противное. Почему так? 
Да потому что с орграфами дело обстоит несколько сложнее, чем с 
неориентированными. Например, что такое полный ориентированный граф? Если 
исходить из понятия полноты однородного бинарного отношения - в графе 
существует либо ребро (a,b) либо ребро (b,a) - то полным можно считать любой 
орграф, который при снятии ориентации ребер превращается в полный 
неориентированный граф. Но поскольку направление дуг в графе, как модели 
какой-то практической задачи, имеет определенное значение, задачи, касающиеся 
полных орграфов, рассматриваются отдельно. Здесь мы их рассматривать  не 
будем. Заметим только, что орграфы, которые при снятии с ребер ориентации 
превращаются в полные графы, называются турнирами. 

 
Подграфы. Основные определения. 

 
 Граф G’ называется подграфом графа G, если V’V и E’E. Если в графе G’ 
нет изолированных вершин, можно ограничиться только условием E’E.  
 Граф G’ называется остовным подграфом графа G, если V’=V. Ясно, нуль-
граф {V’=V, E’=0} тоже является  остовным подграфом G.  
 Граф G’ называется индуцированным подграфом на графе G, если  
viV’,vjV’ (vi,vj)E (vi,vj)E’. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Ясно, что если остовный подграф одновременно является индуцированным, 
то он совпадает с самим графом G. 
 

Операции над графами. 
 

Поскольку граф - это однородное бинарное отношение на V2, то, казалось 
бы, операции над графами будут те же самые, что и для отношений. Давайте 
посмотрим, что происходит на самом деле. Во-первых, чтобы выполнять 
некоторые операции, нам нужно ввести понятие «универсума». Если мы примем за 
универсум полный неориентированный граф на p вершинах, то относительно 
операций над ребрами, то есть на множестве E, мы можем построить булеву 
алгебру (вспомним представление графов матрицей смежности). Минимальным 
элементом у нас тогда будет нуль-граф, максимальным – полный 
неориентированный граф, и можете сами проверить, что все законы логики (то есть 
соответствующие им свойства операций над множествами ребер) будут 

G G1 G2 

Рис.3.4. Подграфы полного графа G на 6 вершинах: G1 – остовный 
подграф, G2 – индуцированный подграф на 4 вершинах. 
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выполняться. Но поскольку граф, по определению, - конструкция из двух 
множеств, операции над графами рассматриваются не только как операции на 
множестве ребер, но и как операции на множестве вершин.  
 Начнем с операций добавления и удаления элементов графа.  

Удаление ребра e приводит к образованию графа G’, где V’=V & E’=E\{e}. 
Ясно, что добавление ребра образует граф G’, где V’=V & E’=E{e}. То есть 
множество–носитель отношения не меняется. А что же происходит при операциях 
с вершинами? 

Удаление вершины v приводит к образованию графа G’, где V’=V\{v} & 
E’=E\{ei | ei=(vi,v)  ei=(v,vi)}. Но здесь заметим, что для полных графов K3\{v}=K2, 
K4\{v}=K3,…,Kn\{v}=Kn-1, n=|V|   (попробуйте сами объяснить, почему). 
 Посмотрим теперь, как добавлять элементы графа. Здесь тоже есть нюанс. 

Просто добавление вершины v – это расширение множества V: V’=V{v}. 
Но есть еще операция стягивания графа G к вершине v.  В результате этой 
операции образуется граф G’, где V’=V{v} & E’=E{e=(v,vi), i=1,…,|V|}.  

Таким образом, для полного графа операция стягивания является обратной к 
операции удаления вершины. Но только для полного графа. 

Теперь перейдем от операций с элементами графа к операциям над графами 
в целом.  

Просто под дополнением G  графа G  подразумевается дополнение его до 
полного графа Kp, где p=|V|. Употребляется также дополнение графа G’ до графа 
G. Его обозначают G-G’. Точно так же, как мы определяли дополнение бинарного 
отношения. А вот с другими операциями дело обстоит иначе. 

Объединением графов G1G2 при V1V2= называется граф G’, где 
V’=V1V2 & E’=E1E2. В случае V1V2=  операцию объединения графов 
называют прямой суммой. 
 В принципе, операцию объединения нетрудно распространить и на случай 
V1V2, обозначив V3= V1V2. Тогда мы получаем, что V’=V3(V1-V3)(V2-V3), 
где (V1-V3)(V2-V3)=. На V3 мы выполняем объединение как операцию над 
бинарными отношениями, а на (V1-V3)(V2-V3) - по правилу объединения графов.  

Заметим, что в данном случае мы рассматривали графы с фиксированной 
нумерацией вершин, то есть без учета изоморфизма. Но свойства графов, в том 
числе и свойства операций, мы обязаны рассматривать для всего класса 
изоморфных графов и тогда должны предполагать, что V1V2= . 
 Соединением графов G1+G2 при V1V2= называется граф G’, где 
V’=V1V2 & E’=E1E2.{eij=(vi,vj), i=1,…,p1, j=1,…,p2}. 
  

Заметим, что в результате соединения полных графов мы опять получаем 
полный граф. А вот в результате соединения двух нуль-графов (вспомните, что это 

G1 
G2 

G=G1G2 
G=G1+G2 G1 

G2 

Рис.3.5. Объединение и соединение графов. 
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такое) мы получаем очень интересную конструкцию, которая называется 
двудольным графом. Причем не просто двудольным, а так называемым полным 
двудольным графом. Такие графы обозначают Km,n, где m=p1, n=p2.  
 

Упражнения. 
 

1. Изобразите все остовные подграфы графа K4 (с точностью до изоморфизма). 
2. Изобразите все индуцированные подграфы на четырех вершинах для 
следующего графа (с точностью до изоморфизма). 
 
 
 
 
 
 
 
3. Сколько регулярных остовных подграфов имеет граф Kp? Одинаково ли это 
количество для любых p? Подсказка: рассмотреть четные и нечетные значения p. 
Использовать следствие из теоремы Эйлера о степенях вершин. 
3. При каких n и p графы Rp,n изоморфны своему дополнению? Подсказка: 
использовать результат из предыдущей задачи. Достаточно рассмотреть графы на 
5, 7 и 9 вершинах, чтобы увидеть закономерность. 
 

3.5. Методы обхода (просмотра) вершин графов. 
 

 При решении некоторых задач на графах возникает потребность прохода по 
всем его вершинам (например, для выполнения в них каких-то действий). 
Существует два  основных способа такого прохода по вершинам, которые 
называются, соответственно, поиском в глубину и поиском в ширину. 
 В качестве примера возьмем граф на 10 вершинах, заданный следующим 
списком смежности: 1) 3,4,9; 2) 4,5,7; 3) 1,7; 4) 1,2,6,10; 5) 2,6; 6) 4,5,7,8; 7) 2,3,6,8; 
8) 6,7,10; 9) 1,10; 10) 4,8,9.  

Начинаем обход графа всегда с первой по номеру вершины. В процессе 
прохода будем составлять список S просмотренных вершин. 

 
Поиск в глубину. 

 
Шаг 0. Включаем в список просмотренных вершин первую вершину, поскольку 
мы в ней находимся: S={1}. 
Шаг 1. Берем из списка смежности последней просмотренной вершины первую, в 
которой еще не были, и включаем ее в список. Если все вершины включены в 
список, конец. Если не все вершины просмотрены, а в списке смежности последней 
просмотренной вершины не просмотренных нет, переходим к шагу 2. 
Шаг 2. Возвращаемся назад через те вершины, по которым пришли в последнюю, 
пока в списке смежности очередной вершины не нашлась еще не просмотренная. 
Если нашлась, включаем ее в список S и переходим к шагу 1.  

Для нашего примера поиск в глубину будет выглядеть так.   
Выполняем шаг 1, пока это возможно: 
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S={1 , 3 , 7 , 2 , 5  , 6 , 4 , 10 , 9}. 
Из вершины 9 перейти никуда нельзя, поскольку все вершины из ее списка 

смежности уже просмотрены. Поэтому переходим к шагу 2, то есть возвращаемся в 
вершину 10.  Из вершины 10 переходим в не просмотренную вершину 8. Имеем 
S={1 , 3 , 7 , 2 , 5  , 6 , 4 , 10 , 9, 8}. Процесс просмотра завершен.  

 
Поиск в ширину. 

 
Шаг 0. Включаем в список просмотренных первую вершину, поскольку мы в ней 
находимся: S={1}. 
Шаг 1. Берем все не просмотренные вершины, смежные с последней включенной, 
и добавляем их в список: S={1, 3, 4, 9}. 
Шаг 2. Для каждой вершины, включенной на предыдущем шаге,  включаем в 
список все не включенные вершины из ее списка смежности.  

Повторяем шаг 2, пока все вершины не будут включены в список. 
 Для нашего примера после первого выполнения шага 2 имеем: S={1, 3, 4, 9, 
7, 2, 6, 10}. Поскольку остались не просмотренными вершины 5 и 8, повторяем шаг 
2. В результате имеем: S={1, 3, 4, 9, 7, 2, 6, 10, 8, 5}. 
 В среднем поиск в глубину – более быстрый процесс, так как для включения 
еще не просмотренной вершины при поиске в ширину нам приходится перебирать 
все вершины, включенные на очередном шаге, а таких вершин может оказаться 
много. Изобразите самостоятельно схему просмотра вершин в нашем примере при 
поиске в глубину и поиске в ширину, и вы сможете в этом убедиться. Однако в 
целом выбор метода обхода зависит от типа графа и самой постановки задачи.  
 

Упражнения. 
 

Выполните обход следующих графов методом поиска в глубину и методом 
поиска в ширину. Какой способ обхода эффективнее для каждого из этих графов? 
1. 1) 2,3,4,5;  2) 1,3,5; 3) 1,2,7,8; 4) 1,6,7; 5) 1,2,6; 6) 4,5,11,12; 7) 3,4,8,11; 8) 3,7,9; 9) 
8,10; 10) 9,11; 11) 6,7,10,12; 12) 6,11. 
2. 1) 2,5,6; 2) 1,3; 3) 2,4,5; 4) 3,8,9; 5) 1,3,6,8; 6) 1,5,7; 7) 6,8,12; 8) 4,5,7,9; 9) 
4,8,10,12; 10) 9,11; 11) 10,12; 12) 7,9,11. 
3. 1) 2,3,9,10,12; 2) 1,3; 3) 1,2,4; 4) 3,5,10,11,12; 5) 4 6) 11; 7) 12; 8) 9,12; 9) 1,8,10; 
10) 1,4,9,11; 11) 4,6,10; 12) 1,4,7,8. 
4. 1) 2,3,4,5; 2) 1,8; 3) 1,7; 4) 1,6,7; 5) 1,6; 6) 4,5,11; 7) 3,4,9; 8) 2,10; 9) 7,12; 10) 8,12; 
11) 6,12; 12) 9,10,11. 
 

3.6. Маршруты, цепи, циклы. Связность и достижимость. 
 
 Маршрутом в графе называется любая последовательность попарно 
смежных (в орграфе – непосредственно достижимых) вершин {v0,v1,…,vk}. В 
маршруте как вершины, так и ребра могут повторяться. Если v0 = vk, то маршрут 
называется замкнутым, в противном случае – открытым. 
 Если в маршруте каждое ребро встречается ровно один раз, то такой 
маршрут называется цепью. Если при этом в цепи каждая вершина встречается 
только один раз, то такая цепь называется простой  цепью. 
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Замкнутая цепь называется циклом (в орграфе – контуром), соответственно, 
замкнутая простая цепь называется простым циклом. 
 Мы уже рассмотрели способы обхода вершин графа. Но если мы занимаемся 
обходом, интересно знать, а сможем ли мы обойти весь граф? Ведь для того, чтобы 
обойти все вершины графа, например, методом поиска в глубину, должен 
существовать маршрут, проходящий через все его вершины. Кстати, в данном 
случае именно маршрут, а не цепь. Но его можно разбить на отдельные простые 
цепи, которые на каких-то участках, возможно, будут совпадать. 

Значит, чтобы решать любые задачи обхода графа, нам необходимо ввести 
понятие связности. 

Связным называется граф, любые две вершины которого соединены 
простой цепью.  

При большом количестве ребер таких цепей можно построить много. Какие-
то из них будут короче, какие-то длиннее. Самая короткая из цепей, соединяющих 
две вершины графа, называется геодезической, а ее длина – расстоянием между 
вершинами. Самая длинная геодезическая называется диаметром графа.  

Для ориентированных графов понятие цепи, следовательно, и понятие 
связности можно ввести только при снятии ориентации ребер. Если же учитывать 
ориентацию, то мы обязаны будем ввести какие-то дополнительные понятия. В 
этом случае нам придется рассматривать не цепи, а пути.  

Путем в орграфе называется последовательность вершин, непосредственно 
достижимых одна из другой. Замкнутый путь называется контуром. 

Поскольку мы не раз говорили о том, что множество ребер E задает 
однородное бинарное отношение на V2, давайте покажем, что связность есть 
отношение эквивалентности. Связность рассматривается как достижимость одной 
вершины из другой при отсутствии ориентации ребер, то есть (u,v)=(v,u)  u,vV. 

Прежде всего, надо разобраться, что означает для отношений «связность» и 
«достижимость» свойство рефлексивности. Казалось бы, что вершина и связна 
сама с собой, и достижима сама из себя (в случае орграфа). Но при таком 
предположении мы как бы домысливаем скрытое внутри вершины v отношение 
(v,v), что можно  рассматривать как две склеенные вершины. В связи с этим стоит 
упомянуть такое понятие, как топологический минор. Это понятие используется во 
многих задачах современной теории графов. 
 Топологическим минором графа G называется граф G’, который 
получается в результате склеивания некоторых смежных вершин из G. Операция 
склеивания вершин vi и vj называется еще стягиванием ребра e=(vi,vj). При 

стягивании ребра (vi,vj) все отношения смежности, которые были у вершин vi и vj, 

Рис.3.6. Стягивание ребра (vi,vj). Результат стягивания 
показан справа. 
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переходят к новой вершине v (рис.3.6). Но при этом если для какой-то вершины vk 
существовала пара ребер ( vi, vk) и ( vj, vk), то эта пара превращается в одно ребро (v, 
vk). 

Ясно, что если мы стягиваем неориентированное ребро, то мы не теряем 
никакой информации о связности вершин графа, поскольку можем пройти по ребру 
в любом направлении. А вот если мы стянем ориентированное ребро, то здесь мы 
можем либо потерять некоторые пути, либо получить лишние.  Поэтому говорить 
про достижимость вершины самой из себя на орграфе некорректно. А что же тогда 
понимать под рефлексивностью? А возможность опять вернуться в эту вершину 
после выхода из нее. То есть в графе должен существовать замкнутый контур, 
включающий эту вершину. Кстати, в этом случае мы, возможно, кое-что сможем и 
склеить без потери информации. 

Рассмотрим теперь последовательно все свойства отношения «связность». 
Рефлексивность. Если граф неориентированный, то, выйдя из какой-то 

вершины, мы всегда можем вернуться в нее назад, поскольку можем двигаться по 
ребру в любом направлении. 

Симметричность. Если из vi можно попасть в vj, то по любой из цепей, 
соединяющих vi и vj, можно попасть обратно. 

Транзитивность. Если из vi можно пройти в vj, а из vj в vk, то через vj  можно 
пройти из vi  в vk. 

Если граф связен, то мы можем обойти его за один проход, но только если он 
неориентированный. Для ориентированных  графов дело обстоит сложнее. Именно 
для них и возникает понятие достижимости, поскольку мы будем двигаться только 
по исходящим дугам и в какой-то момент можем оказаться в вершине, у которой 
таковых нет.  
 Вообще орграф Gd называется связным, если связен граф, который 
получается из Gd при снятии с ребер ориентации. То есть если между каждой парой 
вершин существует либо путь S(vi, vj), либо путь S(vj, vi). 
 Давайте посмотрим теперь, какому типу отношения соответствует понятие 
достижимости. Легко проверить, что будет выполняться транзитивность. Если граф 
строго ориентированный, а не смешанный, ясно также, что отношение будет 
антисимметрично. То есть отношение частичного порядка мы уже получили. 
Теперь давайте разберемся с рефлексивностью. Под рефлексивностью мы 
договорились понимать возможность возвращения в вершину по какому-то 
маршруту. В случае ориентированного графа это получается замкнутый путь - 
контур.  То есть если в ориентированном графе существуют контуры, это  
отношение нестрогого частичного порядка, а отношению строгого частичного 
порядка будет соответствовать бесконтурный ориентированный граф. 

 
Матрица достижимости и транзитивное замыкание. 

 
Матрицей достижимости называется матрица M размерности pp, где 

mij=1, если vi достижима из vj, и mij =0 в противном случае. 
 Из предыдущих рассуждений нетрудно понять, что для связного 
неориентированного графа такая матрица будет состоять из одних единиц. Причем 
по диагонали тоже будут стоять единицы, потому что, походив-походив по графу, 
мы всегда можем вернуться назад, хотя бы тем же самым путем (не так, как в 
задаче о семи мостах). А вот для ориентированного графа матрица M будет другой. 



 50 

И по ее виду мы можем понять, какой тип отношения порядка задает наш граф Gd. 
Если по диагонали будут одни нули, значит, это отношение строгого частичного 
порядка, поскольку имеет место антирефлексивность. В противном случае мы 
имеем отношение нестрогого частичного порядка. 
 Имея перед собой изображение графа, мы можем составить такую матрицу и 
сами, если граф невелик. А как же ее будет строить компьютер? 
 Вспомним, что такое транзитивность. Определяя транзитивность, мы писали 
такое выражение RoRR. То есть отношение транзитивно, если оно замкнуто 
относительно операции композиции. Мы уже грамотные и можем сказать, что R 
образует полугруппу относительно операции композиции. Вспомним, что если 
отношение задано бинарной матрицей A размерности nn, то операция композиции 
есть логическое произведение AA. А что такое AA для  матриц непосредственной 
достижимости? Это матрица путей, состоящих из двух ребер, то есть матрица 
достижимости одной вершины из другой за два шага. Тогда AAA есть матрица 
достижимости одной вершины из другой за три шага, и так далее. Ясно, что таких 
шагов t будет не более чем p-1, причем t=p-1,  только если диаметр графа есть p-1. 
Значит, в общем случае, чтобы получить полную матрицу достижимости, мы 

должны объединить все пути длиной от 1 до p-1 ребра. Итак, имеем: 
1

1






p

i

iAM .  

 Теперь вспомним такое определение, как замыкание отношения 
относительно некоторого свойства, и обратим внимание, что здесь мы как раз и 
имеем случай такого замыкания. Матрица M объединяет все варианты путей  - 
отношений достижимости между парами вершин, то есть является надмножеством 
над всеми возможными путями - отношениями. При этом она не включает ничего 
лишнего, только простые цепи. То есть это минимальное надмножество, 
обладающее свойством транзитивности. Поэтому  матрицу M называют иначе 
транзитивным замыканием отношения достижимости. 
 Какую еще полезную информацию о графе можно получить, построив его 
матрицу достижимости? Давайте вернемся к неориентированным графам и введем 
еще несколько понятий.  
 Подмножества вершин графа, образующие классы эквивалентности 
относительно отношения связности, называются компонентами связности или 
связными компонентами (рис.3.7). 
  

Если вспомнить, что такое прямая сумма графов, то можно сказать, что каждый 
граф единственным способом представим в виде прямой суммы своих связных 
компонент.  
 Понятно, что для графа, состоящего из нескольких связных компонент, 
матрица достижимости будет состоять не только из одних единиц. Используя 

Рис.3.7. Граф, состоящий из трех 
компонент связности. 
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понятие изоморфизма, мы можем перестановкой строк и столбцов привести ее к 
блочно-диагональному виду и определить, сколько в нашей конструкции связных 
компонент, а также размеры этих компонент. Каждой компоненте будет 
соответствовать определенный блок из единиц вдоль диагонали. 

Число компонент связности k является инвариантом графа, так же, как 
число вершин p и число ребер q. Если k=1, то мы имеем просто связный граф. 

Для решения некоторых задач, например, для построения топологической 
модели очень большой сети, важно заранее знать, будет ли данный граф связным. 
Или же сделать приблизительную оценку числа компонент связности, без 
построения матрицы достижимости и приведения ее к блочно-диагональному виду. 
Для этого можно использовать следующее отношение между основными 
инвариантами графа. 

Теорема. Пусть p – число вершин, q – число ребер, k  - число компонент 
связности графа. Тогда 

.
2

)1)(( 


kpkpqkp  

 Докажем левую часть отношения. Для того чтобы соединить p точек, 
нужно, по меньшей мере, p-1 ребро, то есть qp-1. Если в графе k компонент 
связности, каждая из которых содержит pi вершин  (i=1,…,k), то, просуммировав 
неравенства для ребер по всем k компонентам, получаем искомую нижнюю оценку. 
 Правую часть отношения докажем, используя, наоборот, полные графы, в 
которых число ребер максимально. Самое большое число ребер в графе, состоящем 
из k компонент связности, будет в том случае, когда он представляет собой прямую 
сумму полных графов. Полный граф, в свою очередь, имеет  

2
)1( 


ppq  ребер. 

 Теперь осталось выяснить, при каком числе k общее число ребер будет 
максимально. Вспомним, что в результате операции соединения двух полных 
графов у нас опять получается полный граф. Такое соединение добавляет 
q=p1p2/2 ребер. Общее число ребер в двух соединяемых связных графах равно 
q=1/2[(p1+p2)(p1+p2-1)-p1p2], следовательно, q будет тем больше, чем меньше 
величина q=p1p2/2  - число добавляемых ребер. Минимальное же количество 
ребер добавляется при добавлении одной вершины: p2=1, q=p1-1.  То есть 
максимальное количество ребер в графе из k компонент будет тогда, когда одна 
компонента – полный граф, а остальные – изолированные вершины. Число ребер в 
таком графе q=(p-k)(p-k+1)/2. Отсюда имеем искомое неравенство. 
 Следствие. Если q>(p-1)(p-2)/2, то граф связен.  
 

Упражнения. 
 

1. Построить транзитивное замыкание для орграфа, заданного следующим 
списком смежности: 1) 2; 2) 5,8; 3) 5; 4) 3; 5) 4; 6) 5; 7) 6; 8) 1,7. 

2. Определить, является ли бинарное отношение, заданное следующей 
матрицей, отношением строгого порядка. 
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0 0 1 1 1 0 
0 0 0 0 1 1 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 0 
0 0 1 1 0 0 

 
 2. Какие из графов со следующими значениями p и q всегда связны? 
1) p=25, q=200; 2) p=20, q=150; 3) p=15, q=95. 
3. Связен ли граф на 10 вершинах, если сумма степеней его вершин равна 16?  

 
3.7. Вершинная и реберная связность графов. Мосты, блоки и точки 

сочленения. 
 

 Рассматривая операции над графами, мы видели, что удаление вершины из 
графа приводит к более существенным нарушениям связности, чем удаление 
одного ребра. Поэтому и разделяют такие понятия, как вершинная и реберная 
связность графа. 
 Давайте рассмотрим граф  G, изображенный на рис.3.8. Если мы удалим из 
такого графа вершину v, то вместе с ней исчезнут и все ребра, соединяющие два 
оставшиеся подмножества вершин. То есть из связного графа мы получаем граф, 
состоящий из двух компонент связности.   

Вершина графа, удаление которой приводит к увеличению числа компонент 
связности в графе, называется точкой сочленения. 
 Справедлива следующая теорема, которую мы рассмотрим здесь без 
доказательства. 
 Пусть  v0 – точка сочленения связного графа G. Тогда (и только тогда) 
справедливы следующие утверждения. 

1. Существуют две такие вершины u,vG, что любой путь  между u и v 
проходит через вершину v0. 

2. Существуют два такие подграфа G1 и G2, что путь из одного в другой 
проходит через вершину v0. 

Теперь давайте рассмотрим граф на рис.3.9.  
 
 
 
 
 
 
 

v 

Рис.3.8. Граф с точкой сочленения. 

e 

Рис.3.9. Граф с мостом. 

u v 
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Если в этом графе удалить ребро e, то граф тоже распадется на две 
компоненты связности. Ребро, удаление которого из графа приводит к увеличению 
числа компонент связности, называется мостом. 
 Давайте проанализируем результат удаления этого ребра и посмотрим, чем 
он отличается от удаления точки сочленения. 
 Во-первых, удаление ребра не может привести к образованию более чем 
двух новых компонент связности. Но при этом удаление любой из инцидентных 
ему вершин u или v приводит к удалению этого ребра. Следовательно, обе 
вершины, инцидентные мосту, являются точками сочленения.  Но если бы в графе 
существовал цикл, проходящий через ребро e, то его удаление не привело бы к 
нарушению связности.  
 Свойства моста также можно сформулировать в виде теоремы. 

Пусть в связном графе G ребро e является мостом. Тогда (и только тогда) 
справедливы следующие утверждения. 

1. Существуют две такие вершины u,vG, что любой путь  между u и v 
проходит через ребро e. 

2. Существуют два такие подграфа G1 и G2, что путь из одного в другой 
проходит через ребро e. 

3. Ребро e не принадлежит ни одному простому циклу. 
Заметим, что наличие двух точек сочленения, имеющих общее ребро, еще не 

означает, что это ребро - мост. То есть приведенное выше утверждение насчет 
концевых вершин моста является только необходимым условием, но не 
достаточным.  
 Подграф графа G, не содержащий ни мостов, ни точек сочленения, 
называется блоком. 
 Итак, ясно, что если мы хотим вводить какие-то числовые характеристики 
связности графа, мы должны это делать отдельно для вершин и отдельно для ребер. 
Давайте введем эти характеристики, назовем их мерами связности графа и 
посмотрим, как они связаны между собой. 
Определение. Числом вершинной связности графа (G) называют наименьшее 
число вершин, удаление которых приводит к образованию несвязного или 
тривиального графа. 
 Если граф не связен, то (G)=0. 
 Если граф имеет точку сочленения, то (G)=1. 
 Если (G)=k, то граф называется k-связным. 
Определение. Числом реберной связности графа (G) называют наименьшее 
число ребер, удаление которых приводит к образованию несвязного или 
тривиального графа. 

Если граф не связен, то (G)=0. 
Если граф имеет мост, то (G)=1. 
Заметим, что (Kp)=p-1 . 

Теорема. (G) (G) (G), где (G) – наименьшая степень вершины графа. 
 Доказательство начнем справа. Если в графе нет мостов, то чтобы разорвать 
такой граф, достаточно удалить все ребра, связывающие одну из его вершин с 
остальными. Наименьшее количество таких ребер как раз и равно наименьшей 
степени его вершин, то есть  (G)=min (G)= (G), что и означает (G)(G). Но 
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чтобы разорвать граф, в котором есть точка сочленения, достаточно удалить одну 
эту точку, то есть (G) (G). 
 Ясно, что (G)=(G), если в графе есть мост. А вот обратное неверно. 
Например, для графа на рис. 3.10  (G)=1, но (G)=3, так как минимальная степень 
вершины (G)=3. 

Теорема Менгера. 
 

Давайте рассмотрим такую задачу. Менеджер фирмы, находящейся в городе 
A, собирается лететь на деловые переговоры в город F, с которым нет прямого 
воздушного сообщения. Учитывая плохие погодные условия, менеджер выписал 
для себя все возможные варианты перелетов с пересадками в городах В, С, D, E, G, 
H, K, L, M, в результате чего получился граф, представленный следующими 
списками смежности.  

А: B,C,G,K,M;  B: C,H;  C: E,G,M;  D: F,H,M;  E: C,F,L;  F: D,E,H,L,M;  G: 
A,C,L;  H: B,D,F,K;  K: A,H,L;  L: E,F,G,K;  M: A,D,F.   

Попадет ли менеджер на переговоры, если перед его вылетом в трех городах 
из списка все рейсы были отменены по погодным условиям? 

Поставленное условие означает, что закрытые аэропорты – это вершины, 
удаление которых разбивает граф на две компоненты связности, причем пункты 
вылета и назначения находятся в разных компонентах. 

Нужно ли для решения этой задачи тупо перебирать все возможные 
варианты перелета? Вот на этот вопрос, собственно, и отвечает теорема Менгера. 
Но прежде чем ее сформулировать, нам придется ввести еще несколько 
определений.  
 Определение. Пусть u,v – две несмежные вершины связного графа G(V,E). 
Две цепи S1(u,v), S2(u,v) называются вершинно непересекающимися, если они у 
них нет общих вершин, кроме u и v. Соответственно, цепи S1(u,v), S2(u,v) 
называются реберно непересекающимися, если у них нет общих ребер. 
 Говорят, что множество  G’(u,v)G разделяет две вершины u,v, если эти 
вершины принадлежат разным компонентам связности G1G, G2G, где 
G1G2G’=G. 
 Здесь, как и раньше, следует выделить два вида разделяющих множеств. 
 Определение. Разделяющим множеством вершин для пары u,v называется 
множество R(u,v)V, такое, что  uG1, vG2, V1V2R=V, E1E2E’=E, где 
E’=E\(E1E2). Соответственно, разделяющим множеством ребер называется 
P(u,v), такое, что  uG1, vG2, V1V2=V, E1E2E’=E, где E’=E\(E1E2). 
Разделяющее множество ребер обычно называют разрезом. 
 Теорему Менгера сформулируем без доказательства, его можно посмотреть, 
например, в [1]. Эта теорема может быть сформулирована как в вершинной, так и в 
реберной форме.  

Рис. 3.10. Граф с двумя точками сочленения, но без мостов. 
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Теорема Менгера в вершинной форме. Мощность наименьшего 
разделяющего множества вершин R(u,v) для пары вершин u и v равна 
максимальному количеству вершинно непересекающихся простых цепей S(u,v): 
min|R(u,v)|=max |Sv(u,v)|. 

Теорема Менгера в реберной форме. Мощность наименьшего разреза P(u,v) 
для пары вершин u и v равна максимальному количеству реберно 
непересекающихся простых цепей S(u,v): min|P(u,v)|=max |Se(u,v)|.  

Поскольку мы уже видели, что вершинная связность понятие более 
«сильное», теорему Менгера чаще используют в вершинной форме. Однако 
реберная форма теоремы Менгера тоже имеет практическое значение. 
 Итак, для решения задачи про аэропорты нам не нужно перебирать все 
возможные варианты перелета. Достаточно найти максимальное количество 
вершинно непересекающихся простых цепей между пунктами A и F. Давайте 
попробуем это сделать. 
 Во-первых, заметим, что количество таких цепей не может быть больше, чем 
число вершин, смежных с вершиной A, и не может быть больше, чем число 
вершин, смежных с вершиной F. В противном случае цепи неизбежно будут 
пересекаться по вершинам. Итак, |S|<min((A)),(F))=5, и в данном случае обе эти 
вершины имеют максимальную степень. Для дальнейшего анализа можно 
воспользоваться схемой поиска в ширину, начиная с концевой вершины маршрута, 
имеющей минимальную степень. Для нашего случая схема поиска в ширину  будет 
иметь следующий вид (рис.3.11). 

 В этой схеме уже имеется одна простая цепь (A,M,F). Еще три цепи 
получаем непосредственным переходом в F из смежных с ней вершин H,E,L. Из 
вершины К мы не можем непосредственно попасть в F, а все остальные вершины 
уже задействованы в цепях. Таким образом, в рассматриваемом графе существует 4 
вершинно непересекающихся простых цепи. И этого достаточно, чтобы менеджер 
смог добраться на переговоры, так как при любых трех закрытых аэропортах у него 
всегда останется один запасной вариант. 

 
Упражнения. 

 
  Найти   (G)    для графов, заданных следующими списками смежности. 
Объяснить результат. 
1.  1) 2,3,4; 2) 1,3,5; 3) 1,2,4,5; 4) 1,3,5; 5) 2,3,4,6,7,8; 6) 5,7,9; 7) 5,6,8,9,10; 8) 
5,7,9,10; 9) 6,7,8,10; 10) 7,8,9,11,12,13; 11) 10,12,13,14; 12) 10,11,13,14; 13) 
10,11,12,14; 14) 11,12,13. 

Рис.3.11. Схема  просмотра вершин методом поиска в 
ширину. 

A 

B C G K M 

H E L D F 
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2.  1) 2,3,4,6,8; 2) 1,3,5,6,7; 3) 1,2,4,5,6,7; 4) 1,3,5,6,7; 5) 2,3,4,6,8,9,13; 6) 1,2,3,4,5,7,8; 
7) 1,2,3,4,6,8,10,11; 8) 5,6,7,9,10,11; 9) 5,8,10,12, 13,14; 10) 7,8,9,11,12,13,14; 11) 
7,8,10,12,14; 12) 9,10,11,13,14; 13) 5,9,10,12,14; 14) 9,10,11,12,13. 
 Найти   (G)    для графов, заданных следующими списками смежности. 
Объяснить результат. 
1. 1) 2,3,9,10; 2) 1,3,9,10; 3) 1,2,4,9,10; 4) 3,5,6,7,8; 5) 4,6,7,8; 6) 4,5,7,8; 7) 4,5,6,8; 8) 
4,5,6,7,9; 9) 1,2,3,8,10; 10) 1,2,3,9. 
2. 1) 2,3,4; 2) 1,3,4; 3) 1,2,4; 4) 1,2,3,5; 5) 4,6,7,8,9; 6) 5,7,8; 7) 5,6,8; 8) 5,6,7; 9) 
5,10,11,12; 10) 9,11,12; 11) 9,10,12; 12) 9,10,11. 
 

3.8. Двудольные графы. Паросочетания. 
 

 Рассмотрим задачу о назначениях на работу. Пусть имеется n вакансий и m 
претендентов на эти вакансии, каждый из которых может выполнять определенное 
количество работ. Для определенности пусть m>n, иначе мы все вакансии ни при 
каких условиях не заполним.  
 Рассмотрим граф G, который отображает такую ситуацию (рис.3.12). 
Обозначим множество кандидатов – V2, |V2|=m, множество вакансий – V1, |V1|=n.  
Ребро e=(vi,vj) , viV1, vjV2 означает, что кандидат vj по своей квалификации может 
претендовать на вакансию vi. 

 Определение. Граф G называется двудольным, если существуют 
подмножества V1,V2, V1V2=, V1V2=V, и ребро e=(vi,vj) существует, только если 
viV1, vjV2. То есть концевыми вершинами ребра обязательно являются 
представители разных множеств. 
 Мы уже упоминали такую конструкцию, когда говорили об операции 
соединения графов. Она получается в результате соединения двух нуль-графов. Но 
там был полный двудольный граф, который мы обозначали Km,n. Произвольный 
двудольный граф обозначается G(V1,V2,E). 
 Двудольные графы обладают одним важным свойством, которое нам еще 
понадобится в будущем.  

Теорема. В двудольном графе все циклы имеют четную длину.  
Доказательство очень простое. Если мы начинаем обход цикла из одной доли 

и заканчиваем в ней, а ребер внутри доли нет, то каждый переход между 
вершинами одной доли требует выхода в другую долю и возвращения в исходную. 
То есть для каждого перехода нужна пара ребер, что и означает четность цикла.  

Для графа, содержащего циклы, четность всех циклов – необходимое и 
достаточное условие его «двудольности». Про графы без циклов – деревья - мы 
поговорим отдельно. 

V1 V2 

Рис.3.12. Двудольный граф для задачи о вакансиях. 
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Теперь введем еще одно определение, касающееся задачи о назначениях на 
работу. 

Определение. Паросочетанием (или независимым множеством ребер) 
называется такое подмножество E’E, в котором никакие два ребра не смежны. 
Совершенным паросочетанием из V2 в V1 называется паросочетание, 
покрывающее все вершины из V1 (в общем случае все вершины минимального из 
пары множеств V1,V2).  

Задачу о назначениях на работу тогда можно поставить так: существует ли 
совершенное паросочетание из V2 в V1?   

Ответ на этот вопрос дает теорема Холла. 
Сначала введем еще одно необходимое понятие. 
Определение. Множество вершин, смежных с вершиной vi, называется 

множеством смежности этой вершины и обозначается Г+(vi). Если множество 
смежности включает и саму вершину vi, то его обзначают Г(vi)= Г+(vi){vi}. Для 
некоторого подмножества вершин A множеством смежности Г(А) будет 
объединение  Г+(vi) по всем  viA. 

Теорема Холла. Пусть G(V1,V2,E) – двудольный граф.  Совершенное 
паросочетание из V2 в V1  существует тогда и только тогда, когда  AV1 |A||Г(A)|.  

Доказательство. Необходимость очевидна. Если совершенное паросочетание 
существует, то, по самому определению такового, каждая вершина из V1 связана, 
как минимум,  с одной  вершиной из V2. , и любое их объединение дает требуемое 
соотношение |A||Г(A)|. 

Достаточность. Пусть теперь известно, что |A||Г(A)|. Это означает, что 
каждая вершина из V1 связана хотя бы с одной вершиной из V2, так как множество 
A может состоять и из одной вершины. Покажем теперь, что в этом случае 
существует совершенное паросочетание из V2 в V1 . 

. Сделаем дополнительное построение. Стянем вершины из V1 к вершине u, а 
вершины из V2 – к вершине v. Рассмотрим все пути между вершинами u и v. Ясно, 
что если каждая вершина из V1 связана хотя бы с одной вершиной из V2, то через 
нее проходит какая-то цепь S(u,v).  Но нас интересуют только несмежные ребра, 
следовательно, вершинно непересекающиеся простые цепи. Максимальное число 
таких цепей по теореме Менгера равно мощности минимального разделяющего 
множества вершин.  По построению V1 является для u и v разделяющим 
множеством вершин. Покажем теперь, что оно является минимальным. Если бы это 
было не так, то существовала бы цепь S’, проходящая мимо множества V1 
(рис.3.13), что противоречит нашему исходному построению. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

V1 V2 

Рис.3.13. К доказательству теоремы Холла. 

u v 

S’ 
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Значит, V1 минимально. Итак, мы имеем | V1| вершинно непересекающихся простых 
цепей, каждая из которых проходит через какое-то из ребер множества E, причем 
это ребро не имеет смежных ребер. Это и означает существование совершенного 
паросочетания. 

В качестве примера на применение теоремы Холла выясним, существует ли 
совершенное паросочетание в следующем двудольном графе: 

1) 6,7;  2) 6,7; 3) 6,7;  4) 6,7,8,9;  5) 8,9,10;  6) 1,3,4;  7)1,2,3,4;  8) 4,5; 9) 4,5; 10) 5 . 
Диаграмма этого графа будет выглядеть так, как показано на рис. 3.14. 

Вершины 1-5 отнесем к множеству V1, вершины 6-7  к множеству V2. По условию 
теоремы для существования совершенного паросочетания любая комбинация 

вершин из множества V1 должна быть связана с не меньшим количеством вершин 
из множества V2. В данном случае это не выполняется для вершин{1,2,3} из V1. То 
есть совершенного паросочетания из V1 в V2 не существует. Аналогично можно 
убедиться, что не существует совершенного паросочетания и из V2 в V1, рассмотрев 
подмножество {8,9,10} из множества V2. 

 
Упражнения. 

 
 Есть ли среди графов, заданных следующими списками смежности, 

двудольные? Объясните решение. 
1. 1) 2,5,8; 2) 1,3,6; 3) 2,4,7; 4) 3,5,8; 5) 1,4,6; 6) 2,5,7; 7) 3,6,8; 8) 1,4,7. 
2. 1) 2,6,8; 2) 1,3,5; 3) 2,4,8; 4) 3,5,7; 5) 2,4,6; 6) 1,5,7; 7) 4,6,8; 8) 1,3,7.  
3. 1)  2,4,8;  2) 1,3,5,7; 3) 2,4,6,8; 4) 1,3,5,7; 5) 2,4,6,8; 6) 3,5,7; 7) 2,4,6,8; 8) 

1,3,5,7. 
 Проверьте существование совершенного паросочетания для следующих 
двудольных графов, заданных списком смежности множества V1. 
 1. 1) 7,9; 2) 7,8,9; 3) 7,8; 4) 9,10,11; 5) 10,12; 6) 11,12. 
 2. 1) 7,8; 2)7,9; 3) 8,10; 4) 9,11; 5) 10,12; 6) 11. 
 3. 1) 7,8; 2) 7,8; 3) 7,8,10; 4) 8,10; 5) 9,10,11; 6) 10,12.  
 

3.9. Алгоритмы расчета кратчайших путей между вершинами графа. 
 
 Таких алгоритмов и их модификаций существует довольно много. Мы 
рассмотрим два наиболее известных. 
 В практических задачах поиска кратчайших путей обычно предполагается, 
что на дугах (ребрах) графа заданы некоторые веса. Под весом может, например, 
подразумеваться, стоимость проезда между пунктами или еще что-то, что 
требуется в сумме минимизировать. В общем случае веса дуг могут быть 

1 
 
2 
 
3 
 
4 
 
5 

6 
 
7 
 
8 
 
9 
 
10 

Рис. 3.14. Пример отсутствия совершенного паросочетания. 
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произвольными действительными числами, как положительными, так и 
отрицательными, хотя, конечно, в большинстве задач веса бывают положительны. 
 Результатом работы данных алгоритмов является матрица кратчайших путей 
между всеми парами вершин. В ней ненулевыми будут те же элементы, что и в 
матрице достижимости (транзитивного замыкания), а значениями этих элементов 
будут величины кратчайших (по стоимости или по длине, в зависимости от задачи) 
путей.  
 Итак, вместо обычной матрицы смежности (или в дополнение к ней), для 
графа задается матрица весов. Рассмотрим в качестве примера неориентированный 
граф, диаграмма которого представлена на рис. 3.15. Присвоим ребрам этого графа 
определенные веса и будем искать кратчайшие пути между его вершинами. 

 
Алгоритм Форда-Беллмана. 

 
В данном алгоритме предполагается, что веса могут быть произвольными 
действительными числами. Введем для графа, изображенного на рис.3.15, 
следующую матрицу весов. Знак  здесь означает, что соответствующего ребра в 
графе нет. 

 
0 2 4 3 -1  
2 0 -1  5  
4 -1 0 -2  1 
3  -2 0 2 3 
-1 5  2 0 1 
  1 3 1 0 

 
Поскольку процесс расчета всей матрицы кратчайших путей довольно 

трудоемок, мы рассмотрим его только на примере первой строки, то есть найдем 
кратчайшие пути между первой вершиной и всеми остальными.   

Шаг 1. Рассматриваем все пути между первой и остальными вершинами, 
состоящие ровно из одного ребра. Такими путями будут все элементы первой 
строки матрицы весов. 
 

0 2 4 3 -1  
 

1 

2 3 

4 

5 6 

Рис. 3.15. Граф для задачи поиска кратчайших 
путей. 



 60 

Шаг 2. Теперь сравним веса путей, полученные на предыдущем шаге, со 
всеми существующими путями между первой и остальными вершинами, 
состоящими из двух ребер. Например, в вершину 2 из вершины 1 мы можем 
попасть за 2 шага через вершины 3 и 5. Выполним такое сравнение для всех 
вершин. Возможно, веса каких-то путей нам в результате удастся уменьшить. Тем 
более что до вершины 6 вообще нет пути, состоящего из одного ребра. 

Верхним индексом будем обозначать номер шага, что соответствует числу 
ребер в путях, которые мы рассматриваем, нижние – номера пары вершин, для 
которых выполняется сравнение. 

d2
12=min(d1

12,d(1,3,2),d(1,5,2))=min(2,4-1,-1+5)=2; 
d2

13=min(d1
13,d(1,2,3),d(1,4,3))=min(4,2-1,3-2)=1; 

d2
14=min(d1

14,d(1,3,4),d(1,5,4))=min(3,4-2, -1+2)=1; 
d2

15=min(d1
15,d(1,2,5),d(1,4,5))=min(-1,2+5,3+2)= -1; 

d2
16=min(d1

16,d(1,3,6),d(1,4,6),d(1,5,6))=min(,4+1,3+3,-1+1)=0. 
В результате имеем новую строку весов: 

 
0 2 1 1 -1 0 

 
Шаг 3.  Повторяем операцию сравнения полученных весов путей с путями из 

трех ребер.  
d3

12=min(d2
12,d(1,4,3,2),d(1,4,5,2))=min(2,3-2-1,3+2+5)=0; 

d3
13=min(d2

13,d(1,4,6,3),d(1,5,2,3),d(1,5,6,3))=min(1,3+3+1,-1+5-1,-1+1+1)=1; 
d3

14=min(d2
14,d(1,2,3,4),d(1,2,5,4),d(1,3,6,4),d(1,5,6,4))=min(1,2-1-

2,2+5+2,4+1+3,-1+1+3)= -1; 
d3

15=min(d2
15,d(1,3,2,5),d(1,3,6,5),d(1,4,6,5))=min(-1,4-1+5,4+1+1,3+3+1)= -1; 

d3
16=min(d2

16,d(1,2,3,6),d(1,2,5,6),d(1,3,4,6),d(1,4,3,6),d(1,4,5,6),d(1,5,4,6))=min(
0,2-1+1,2+5+1,4-2+3,3-2+1,3+2+1,-1+2+3)=0. 

После третьего шага имеем: 
 

0 0 1 -1 -1 0 
 
Шаг 4.  Повторяем операцию для всех путей из четырех ребер.  
d4

12=min(d3
12,d(1,3,4,5,2),d(1,3,6,5,2),d(1,4,6,3,2),d(1,5,4,3,2),d(1,5,6,3,2))=min(

0,4-2+2+5,4+1+1+5,3+3+1-1,-1+2-2-1,-1,+1+3-1)=-2; 
d4

13=min(d3
13,d(1,2,5,4,3),d(1,2,5,6,3),d(1,4,5,2,3),d(1,5,6,4,3))=min(1,2+5+2-

2,2+5+1+1,3+2+5-1,-1+1+3-2)=1; 
d4

14=min(d3
14,d(1,2,3,6,4),d(1,2,5,6,4),d(1,3,2,5,4),d(1,3,6,5,4),d(1,5,2,3,4),d(1,5,6

,3,4))=min(-1,2-1+1+3,2+5+1+3,4-1+5+2,4+1+1+2,-1+5-1-2,-1+1+1-2)=-1; 
d4

15=min(d3
15,d(1,2,3,4,5),d(1,2,3,6,5),d(1,3,6,4,5),d(1,5,2,3,4),d(1,5,6,3,4))=min(-

1,2-1-2+2,2-1+1+1,4+1+3+2,-1+5-1-2,-1+1+1-2)=-1; 
d4

16=min(d3
16,d(1,2,3,4,6),d(1,2,5,4,6),d(1,3,2,5,6),d(1,3,4,5,6),d(1,5,2,3,6),d(1,5,4

,3,6))=min(0,2-1-2+3,2+5+2+3,4-1+5+1,4-2+2+1,-1+5-1+1,-1+2-2+1)=0. 
После четвертого шага имеем: 

 
0 -2 1 -1 -1 0 

 
Шаг 5.  Повторяем операцию для всех путей из пяти ребер.  
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d5
12=min(d4

12,d(1,3,4,6,5,2),d(1,3,6,4,5,2),d(1,4,3,6,5,2),d(1,4,5,6,3,2),d(1,5,4,6,3,
2),d(1,5,6,4,3,2))=min(-2,4-2+3+1+5,4+1+3+2+5,3-2+1+1+5,3+2+1+1-1,-1+2+3+1-1,-
1+1+3-2-1)=-2; 

d5
13=min(d4

13,d(1,2,5,4,6,3),d(1,4,6,5,2,3))=min(1,2+5+2+3+1,3+3+1+5-1)=1; 
d5

14=min(d4
14,d(1,2,3,6,5,4),d(1,2,5,6,3,4),d(1,3,2,5,6,4),d(1,5,2,3,6,4))=min(-1,2-

1+1+1+2,2+5+1+1-2,4-1+5+1+3,-1+5-1+1+3)=-1; 
d5

15=min(d4
15,d(1,2,3,4,6,5),d(1,2,3,6,4,5),d(1,3,2,5,6,4),d(1,4,6,3,2,5))=min(-1,2-

1-2+3+1,2-1+1+3+2,4-1+5+1+3,3+3+1-1+5)=-1; 
d5

16=min(d4
16,d(1,2,3,4,5,6),d(1,2,5,4,3,6),d(1,3,2,5,4,6),d(1,4,3,2,5,6),d(1,4,5,2,3,

6),d(1,5,2,3,4,6))=min(0,2-1-2+2+1,2+5+2-2+1,4-1+5+2+3,3-2-1+5+1,3+2+5-1+1,-1+5-
1-2+2)=0. 

Поскольку более длинных простых цепей в графе на шести вершинах не 
существует, на этом процесс заканчивается. На последнем шаге нам ничего не 
удалось улучшить, и конечным является результат, полученный на четвертом шаге: 

 
0 -2 1 -1 -1 0 

 
Несмотря на то, что алгоритм Форда-Беллмана позволяет работать с 

произвольными действительными числами, он требует порядка p3 операций, то 
есть достаточно трудоемок. В этом мы имели возможность убедиться сами. 
Поэтому в тех случаях, когда задача позволяет преобразовать веса к 
положительному виду, можно применить более быстрый алгоритм. 

 
Алгоритм Дейкстры. 

 
 В алгоритме Дейкстры предполагается, что все веса ребер положительны. Из 
этого предположения следуют два вывода, на которых и основывается алгоритм 
Дейкстры. 
1. Добавление лишнего ребра в путь никогда не уменьшит веса пути. 
2. Если кратчайший путь из вершины u в вершину v проходит через вершины i,j, то 
он включает в себя кратчайший путь между i,j. То есть любая часть кратчайшего 
пути также является кратчайшим путем. 

Рассмотрим тот же граф, что и в предыдущем примере, только в матрице 
весов заменим отрицательные веса на положительные. 

 
0 2 4 3 1  
2 0 1  5  
4 1 0 2  1 
3  2 0 2 3 
1 5  2 0 1 
  1 3 1 0 

  
 

 Шаг 1. Как и в предыдущем алгоритме, за первое приближение кратчайших 
путей принимаем пути, состоящие из одного ребра. 
 

0 2 4 3 1  
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Поскольку при добавлении ребра в данном случае вес пути не станет 

меньше, то самый минимальный вес из этой строки и будет соответствовать 
кратчайшему пути до соответствующей вершины. В данном случае это вершина 5. 
Фиксируем этот элемент (выделяем жирным шрифтом) и больше его не 
пересчитываем: 

  
0 2 4 3 1  

 
Из второго введенного соображения следует, что теперь мы можем 

сократить остальные пути, только проходя через вершину 5, поскольку до нее 
самый короткий путь. Для всех вершин, куда можно дойти через вершину 5, 
сравним эти пути, как и в предыдущем алгоритме.  

d2
12=min(d1

12,d(1,5)+d(5,2))=min(2,1+5)=2; 
d2

14=min(d1
14,d(1,5)+d(5,4))=min(3,1+2)=3; 

d2
16=min(d1

16,d(1,5)+d(5,6))=min(,1+1)=2. 
После пересчета имеем: 

0 2 3 3 1 2 
 
Шаг 2. Как и на шаге 1, фиксируем минимальные значения, как кратчайшие 

пути, поскольку добавление нового ребра их не уменьшит. 
 

0 2 3 3 1 2 
 
Теперь все остальные пути будем пропускать через те вершины, которые 

дали нам кратчайшие пути на последнем шаге - со значениями 2. То есть, строить 
пути из трех ребер имеет смысл только для тех из оставшихся вершин, которые 
смежны с вершинами 2 и 6. Но в данном примере мы явно не получим результата 
лучшего, чем на шаге 2. Поэтому задача решена.  

Алгоритм Дейкстры требует порядка p2 операций, поскольку сразу отсекает 
те пути, которые не имеет смысла рассматривать. В качестве самостоятельного 
упражнения попробуйте рассчитать кратчайшие пути по данной матрице весов с 
помощью алгоритма Форда-Беллмана и сравните количество выполненных 
операций. 

Упражнения. 
 

     1. Найти матрицу кратчайших путей методом Форда-Беллмана. 
 

0 6    4 
 0 2 -1 3  
  0 4  -1 
   0 1  
  -1  0 3 
   -2  0 

  
2. Найти матрицу кратчайших путей методом Дейкстры. 
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0 1   6 3 
1 0 5 4 1 2 
 5 0 1  3 
 4 1 0 1 2 
6 1  1 0 4 
3 2 3 2 4 0 

 
3.10. Деревья и леса. 

 
Деревья – самый простой вид графов, но очень интересный для практических 

задач. Конечно, понятие «дерево» у большинства людей ассоциируется с 
иерархической древовидной структурой. А между тем для графов это не совсем 
так. 

Давайте введем определение дерева, и нам станет ясно, в чем же здесь 
различие. 

Определение 1. Деревом или свободным деревом называется связный граф 
без циклов. Произвольный граф, у которого все компоненты связности являются 
деревьями, называется лесом. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Свойства свободного дерева. 
 

1. Если G(V,E) – дерево, то любые две вершины в нем соединены единственной 
простой цепью. Если бы это было не так, то существовал бы цикл, что 
противоречит самому определению дерева. 

2. Любое ребро в дереве является мостом. Опять же, если бы это было не так, 
то между какими-то вершинами существовала бы еще одна простая цепь, в 
результате чего получился бы цикл. 

3. В дереве число ребер q=p-1. Покажем это, используя индукцию по числу 
вершин. Для двух вершин – одно ребро. Пусть утверждение справедливо для 
p=n. Рассмотрим теперь дерево на p=n+1 вершине. Так как любое ребро 
является мостом, то при удалении одного ребра мы получим два графа на p1и 
p2 (p1+p2=p=n+1) вершинах. Число ребер в этих графах q1=p1-1 и q2=p2-1 
соответственно, по предположению справедливости утверждения для p=n 
вершин. Всего ребер в двух графах q=p1+p2-2=n+1-2=n-1. Что и требовалось 
доказать. 

4. Если G(V,E) – лес, состоящий из k компонент связности, то q=p-k. Чтобы это 
показать, достаточно просуммировать ребра по всем k компонентам. 

5. Соединение в дереве двух несмежных вершин одним ребром приводит к 
образованию ровно одного простого цикла. Если бы добавление одного 
ребра приводило к образованию более чем одного цикла, то его удаление не 

Рис.3.16. Примеры свободных деревьев. 
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приводило бы к нарушению связности. А это противоречит тому, что каждое 
ребро в дереве является мостом. 

6. В любом нетривиальном дереве имеются, по меньшей мере, две висячие 
вершины, для которых (v)=1. Воспользуемся теоремой Эйлера о степенях 
вершин. Так как q=p-1, то i(v)=2(p-1). В связном графе степень любой 
вершины (v)1, то есть i(v)>p. Если бы вершин со степенью (v)=1 было 
меньше двух, то сумма степеней была бы, как минимум, 2p, поскольку сумма 
степеней вершин четна. А это противоречит тому, что  q=p-1. 

7. Любое дерево является двудольным графом. Поскольку в дереве каждая пара 
вершин соединена единственной простой цепью, то любая пара вершин vi,vj, 
смежная с вершиной vk, не смежна между собой. Пусть, например, i,j 
нечетные индексы, а k – четный индекс. Тогда мы можем отнести, все 
нечетные вершины к V1, а все четные – к V2. 

     Итак, любой связный граф без циклов является двудольным графом. Если же в 
графе есть циклы, то двудольным является только граф, где все циклы имеют 
четную длину.  

Теперь перейдем к тем самым графам, которые обычно ассоциируются с 
понятием «дерево» (рис.3.17). 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

Определение 2. Ориентированным или корневым деревом является орграф со 
следующими свойствами.  

1. Существует единственный узел v0, называемый корнем дерева, полустепень 
захода которого равна нулю: +(v0)=0.  

2. Полустепень захода остальных узлов равна 1. 
3. Каждый узел достижим из корня. 
 

Свойства ориентированных деревьев. 
 

1. Если в корневом дереве отменить ориентацию ребер, то получится 
свободное дерево. 

2. q=p-1. Следует из первого свойства. 
3. Из свойства 2 следует, что в корневом дереве нет контуров, то есть оно 

соответствует бинарному отношению строгого порядка. 
4. Для каждой вершины vv0 существует единственный путь от корня к этой 

вершине. 
5. Любой подграф на множестве вершин, достижимых из некоторой вершины 

vv0, является  ориентированным деревом с корнем v. 
6. Если в свободном дереве любую вершину назначить корнем, то получится 

ориентированное дерево. 

Рис. 3.17. Ориентированное (корневое) дерево. 
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Итак, теперь мы видим, что между ориентированными и неориентированными 
деревьями есть и разница, и сходство. И мы всегда имеем возможность превратить 
одно в другое. Что касается задач о деревьях, то первыми в теории графов 
появились как раз задачи о свободных деревьях. А именно задача о минимальном 
соединении. Она возникла при строительстве железных дорог в середине XIX века. 
Требовалось соединить n городов железнодорожным сообщением и, естественно, 
хотелось, чтобы затраты при этом были минимальны.  

Ясно, что нет смысла соединять города так, чтобы при этом возникали циклы. 
Достаточно, чтобы любые два города были соединены каким-то одним путем. То 
есть получается свободное дерево на n вершинах.  

 
Задача о минимальном соединении. 

 
Первым взялся за рассмотрение этой задачи английский математик Кэли. Он 

показал, что число различных деревьев, которые можно построить на n 
вершинах tn=nn-2. Этот результат получил название теоремы Кэли. Кэли, однако, 
предполагал, что вершины занумерованы определенным образом, то есть не 
учитывал изоморфизм. Нетрудно догадаться, почему: под вершинами у него 
подразумевались конкретные города. Решение же этой задачи с учетом 
изоморфизма оказалось гораздо сложнее. Мы не будем ее рассматривать, а сразу 
перейдем к другой практической постановке задачи - о поиске соединения 
минимального веса. Как и в задаче поиска кратчайших путей, мы здесь имеем 
матрицу весов, которая задает стоимость всех возможных соединений. Требуется 
найти соединение минимальной суммарной стомости, то есть минимального 
веса. Задача в такой постановке называется задачей Штейнера. 

Как мы уже выяснили, такое соединение представляет собой свободное дерево. 
С другой стороны, это дерево является подграфом некоторого взвешенного графа 
G на том же количестве вершин, который описывает все возможные соединения и 
их стоимости. Вспомним, что подграф графа G, включающий все его вершины, 
называется остовным подграфом. То есть в математической постановке мы имеем 
задачу о построении остовного дерева минимального веса.  
 Мы рассмотрим два алгоритма построения такого дерева.  
 

Алгоритм Краскала. 
 

 В качестве примера возьмем неориентированный взвешенный граф со 
следующей матрицей весов. Диаграмма графа показана на рис.3.18. 
 

 

 

0 1   3   2 
1 0 2 2 4    
 2 0 3  1 3 4 
 2 3 0 1  2 1 
3 4  1 0 3   
  1  3 0 4  
  3 2  4 0 2 
2  4 1   2 0 

1 2 

3 

4 

5 6 

7 

8 

Рис.3.18. Граф к задаче о построении 
остовного дерева. 
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Шаг 1. Упорядочим все ребра по возрастанию весов. Имеем следующую 
последовательность: (1,2), (3,6), (4,5), (4,8), (1,8), (2,3), (2,4), (4,7), (7,8), (1,5), (3,4), 
(3,7), (5,6), (2,5), (3,8), (6,7).  
Шаг 2. Берем первое слева (самое дешевое) ребро в списке и образуем первую 
компоненту связности: G1={V1={1,2},E1={(1,2)}}.  
Шаг 3 (общий). Предположим, что на текущем шаге алгоритма у нас есть уже 
какое-то количество компонент связности G1,…,Gk. Берем очередное ребро в 
списке и поступаем с ним следующим образом. 

1. Если обе концевые вершины ребра принадлежат какой-то из компонент Gi, 
то пропускаем его и переходим к следующему.  

2. Если одна концевая вершина ребра (u,v), например, u принадлежит 
компоненте Gi, то включаем в эту компоненту ребро и новую вершину v – 
вторую концевую точку ребра.  

3. Если обе концевые вершины не принадлежат ни одной из существующих k 
связных компонент, образуем компоненту Gk+1 из этого ребра и его 
концевых вершин. 

4. Если концевые вершины ребра принадлежат разным компонентам связности, 
например, Gs и Gt, то объединяем эти компоненты в одну и добавляем ребро, 
их соединяющее. Теперь имеем k=k-1 компоненту связности. Если k=1 и все 
вершины графа в нее включены, то процесс завершен. 

Продолжим теперь процесс построения для нашего графа.  
В соответствии с условием 3 общего шага выбираем ребра (3,6), (4,5) и 

образуем две новые компоненты связности: G2={V2={3,6},E2={(3,6)}}, 
G3={V3={4,5},E3={(4,5)}}. (рис.3.19 а).  

Следующее ребро (4,8) удовлетворяет условию 2, поэтому присоединяем его к 
третьей компоненте: G3={V3={4,5,8},E1={(4,5),(4,8)}} (рис. 3.19 б).   

Ребро (1,8) удовлетворяет условию 4, то есть объединяет две компоненты 
связности: G1=G1G3(1,8)={V1={1,2,4,5,8},E1={(1,2),(4,5),(4,8),(1,8)}} (рис.3.19 в).  

Рис.3.19. Последовательность построения остовного дерева методом 
Краскала. 
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Ребро (2,3) также удовлетворяет условию 4, в результате чего объединяются все 
уже построенные компоненты связности: G1=G1G2(2,3)={V1={1,2,3,4,5,6,8}, 
E1={(1,2),(4,5),(4,8),(1,8),(3,6),(2,3)}} (рис.3.19 г). 

Ребро (2,4) пропускаем согласно условию 1 общего шага. Следующее ребро 
(4,7) позволяет включить в остовное дерево последнюю вершину.  

G1=G1(4,7)={V1={1,2,3,4,5,6,7,8}, E1={(1,2),(4,5),(4,8),(1,8),(3,6),(2,3),(4,7)}} 
(рис.3.19 д). Процесс построения завершен. Вес полученного дерева 
P=1+1+1+2+1+2+2=10. 

Алгоритм Прима. 
 

 Некоторым больше нравится именно этот алгоритм. Компонента связности 
G здесь одна, но нам придется постоянно хранить список «запасных»  ребер. Сама 
работа алгоритма напоминает «поиск в ширину».  

Шаг 1. Берем первую вершину v0 и все смежные с ней, то есть рассматриваем 
все инцидентные вершине v0 ребра. Выбираем ребро минимального веса (v0,v) 
включаем его в G и переходим в вершину v. Остальные ребра вносим в рабочий 
список E0. Можно сразу упорядочивать ребра в E0 по возрастанию весов. 

Шаг 2(общий).  
2.1. Добавляем в список E0 все ребра, инцидентные последней 

включенной в G вершине v.  
2.2. Из полученного списка выбираем ребро минимального веса, 

содержащее хотя бы одну еще не включенную в G вершину u. 
Добавляем его в G вместе с вершиной u и переходим в эту 
вершину, то есть к шагу 2.1.  

2.3. Если все вершины включены, то процесс завершен. 
Давайте выполним такое построение для нашего графа  с рис.3.18. 
1. На первом шаге компонента связности та же: G={V={1,2},E={(1,2)}}. 

Создаем рабочий список из оставшихся ребер, инцидентных вершине 1: 
E0={(1,8),(1,5)}. Будем упорядочивать ребра в рабочем списке по возрастанию 
весов слева направо. 

2. Последней включенной вершиной является вершина 2. Добавляем 
инцидентные ей ребра в рабочий список, упорядочивая список по возрастания 
весов: E0={(1,8),(2,3),(1,5),(2,5)}. Теперь из этого списка выбираем ребро 
минимального веса, содержащее еще не включенную вершину 8: 
G={V={1,2,8},E={(1,2),(1,8)}}.  

3. Исключаем ребро (1,8) из списка, а в список добавляем ребра, 
инцидентные вершине 8: E0={(4,8),(2,3),(7,8),(1,5),(2,5),(3,8)}. Из него выбираем 
очередное ребро, содержащее не включенную вершину 4: 
G={V={1,2,4,8},E={(1,2),(1,8),(4,8)}}. 

Продолжаем процесс по той же схеме. 
4. E0={(4,5),(2,3),(7,8),(4,7),(1,5),(2,5),(3,8)}; G={V={1,2,4,5,8}, E={(1,2),(1,8), 

(4,8), (4,5)}}. 
5. E0={(2,3),(7,8),(4,7),(1,5),(5,6),(2,5),(3,8)}; G={V={1,2,3,4,5,8}, E={(1,2), 

(1,8),(4,8), (4,5),(2,3)}}. 
6. E0={(3,6),(7,8),(4,7),(1,5),(3,4),(5,6),(2,5),(3,8)}; G={V={1,2,3,4,5,6,8}, 

E={(1,2), (1,8), (4,8), (4,5),(2,3),(3,6)}}. 
7. E0={(7,8),(4,7),(1,5),(3,4),(5,6),(2,5),(3,8),(6,7)}; G={V={1,2,3,4,5,6,7,8}, 

E={(1,2), (1,8), (4,8), (4,5),(2,3),(3,6),(7,8)}}. 
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  Вес полученного дерева P=1+2+1+1+2+1+2=10, как и в предыдущем 
построении, хотя порядок включения ребер другой. И последнее ребро было 
выбрано другое, но аналогичного веса. Следовательно, полученные остовные 
деревья равносильны.  

В целом алгоритм Прима, хотя и кажется многим более понятным,  в 
вычислительном плане менее эффективен, поскольку нам приходится 
просматривать список ребер по нескольку раз. 

 
Упражнения. 

 
1. Найти каждым из рассмотренных методов (Краскала и Прима) остовное дерево 
минимального веса для графа, имеющего следующую матрицу весов. 
 

0 2  1   4    
2 0  3 1  5  1  
  0   2 1  5 3 
1 3 0 0 2  3 1   
 1  2 0 4  2  1 
  2  4 0  1 3 5 
4 5 1 3   0    
   1 2 1  0  1 
 1 5   3   0  
  3  1 5  1  0 

 
 

3.11. Специальные виды деревьев. 
 
Теперь займемся корневыми упорядоченными деревьями. Именно эти 

деревья широко применяются в информационных технологиях и построении 
алгоритмов. Наиболее известный пример – иерархические базы данных. С 
помощью корневых деревьев можно описывать любые упорядоченные структуры, 
поскольку мы уже знаем, что они соответствуют бинарному отношению строгого 
порядка. Так, например, с помощью дерева можно описать любую скобочную 
структуру a*(b*(c*(d*e*f))). Другим примером может служить топологическое 
отношение вложенности для пространственных объектов в ГИС.  

На самом деле мы уже пользовались корневыми деревьями, когда описывали 
процесс обхода графов поиском в ширину и поиском в глубину. Точно так же в 
виде дерева можно представить любой процесс перебора. Это дерево так и 
называется - дерево перебора. В одной из следующих тем мы будем рассматривать 
алгоритм перебора с отсечениями, который имеет характерное название – «метод 
ветвей и границ». 

Поскольку дерево на p вершинах содержит всего p-1 ребро, такие структуры, 
как деревья, не имеет смысла описывать с помощью матриц смежности. 
Существуют значительно более компактные способы описания деревьев в ЭВМ. 
Но чтобы их рассмотреть, надо ввести несколько новых понятий. 
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Упорядоченные деревья. 
 

  Можно дать следующее определение ориентированного дерева, 
эквивалентное тому, что мы давали раньше, но все-таки немного отличающееся. 
 Назовем упорядоченным ориентированным деревом T(V,E) множество 
узлов, такое, что 

1) существует узел rV, который называется корнем дерева; 
2) остальные узлы содержатся в k попарно непересекающихся 

множествах T1,…,Tk, TiTj=, i,j=1,…,k, ij. 
То есть ориентированное дерево можно записать так: T={{r}, T1,…,Tk }. 
 Чаще всего в упорядоченных деревьях стрелки не рисуют. Достаточно того, 
что мы представляем его именно в виде дерева, обычно перевернутого.  
 Заметим, что поскольку мы ввели порядок множеств T1,…,Tk, то два дерева, 
изоморфные в том смысле, как мы это определили раньше, уже будут не 
изоморфны (рис.3.20).   
 
     
  
 
 
 
 
 
 
 

Для корневых деревьев часто используется «ботаническая» и 
«генеалогическая» терминология. Так концевые (висячие) вершины называют 
листьями. По генеалогической терминологии если вершина v1 достижима из 
вершины v2, то вершину v2 называют предком вершины v1, а вершину v1 – 
потомком вершины v2.  То есть непосредственной достижимости соответствует 
понятие прямого потомка.  

Глубиной корневого дерева называется максимальная длина пути из корня в 
лист. 

k-м уровнем или слоем корневого дерева будем называть все вершины, 
достижимые из  корня за k шагов, то есть путь до которых состоит из k дуг. 

Теперь рассмотрим еще один важный вид корневых деревьев. 
 

Бинарные деревья. 
 

 Бинарным называется ориентированное дерево, состоящее из корня и двух 
непересекающихся поддеревьев – левого и правого, каждое из которых тоже 
является бинарным деревом. То есть для любого узла бинарного дерева 
полустепень захода равна 1, а полустепень исхода равна 2.  
 Покажем, что любое упорядоченное корневое дерево можно преобразовать к 
бинарному. Рассмотрим этот процесс на примере деревьев с рисунка 3.20. 
Вершины одного слоя будем брать в порядке их нумерации. В генеалогической 
терминологии это будут «братья», распределенные по старшинству в соответствии 

11 
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Рис.3.20. Два различных упорядоченных корневых дерева, полученных из 
изоморфных свободных деревьев. 
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с их номерами. Условимся, что правая дуга, исходящая из вершины, всегда идет к 
брату, а левая – к потомку.  

В соответствии с этими правилами бинарные деревья для представленных на 
рис. 3.20 упорядоченных деревьев будут выглядеть так, как это показано на рис. 
3.21. Ясно теперь, что вместо любого упорядоченного корневого дерева всегда 
можно рассматривать соответствующее бинарное дерево. 
 

 
Представление упорядоченных деревьев в ЭВМ. 

 
Представление упорядоченных деревьев в ЭВМ осуществляется через 

соответствующие им бинарные деревья. Это так называемое линейное 
кодирование бинарных деревьев. То есть вместо матрицы мы получаем цепочку.  

Мы рассмотрим два вида линейного кодирования, наиболее удобных.  
Кодирование списком. Одна ячейка списка – 3 значения: 1)указатель на сам 

узел, 2) указатель на левый узел, 3) указатель на правый узел. Таким образом, 
объем памяти n=3p. Очень удобно восстанавливать исходное упорядоченное 
дерево. 

Польская запись. Первый элемент – указатель на узел, второй – условный 
код: 0 – нет потомков, 1 – есть левый потомок, 2- есть правый потомок, 3 – есть оба 
потомка. Наиболее компактная запись, так как тройка в двоичном коде – это 11. 
Поэтому общий объем памяти n2p. Но ходить по такому дереву сложнее, чем при 
кодировании списком. Это удобная запись именно для бинарных деревьев. 

Теперь рассмотрим некоторые полезные оценки. 
Бинарное дерево называется выровненным, если все концевые вершины 

располагаются на двух последних уровнях. Выровненное дерево имеет при 
заданном числе узлов p наименьшую глубину.  

Бинарное дерево называется полным, если все его концевые вершины 
располагаются на одном уровне. 

Сколько же концевых вершин в полном бинарном дереве глубины h? Такая 
задача может возникнуть при оценке, например, количества возможных решений в 
алгоритме полного перебора.  

При  h=2   - четыре вершины (22). 
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Рис.3.21. Бинарные деревья для упорядоченных деревьев 

с рис. 3.20. 
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При  h=3   - восемь вершин(23). 
И так далее.  
Докажем по индукции, что для дерева глубины h будет 2h вершин. 
Пусть утверждение справедливо для h=k. Покажем, что оно справедливо для 

h=k+1. Из каждой висячей вершины бинарного дерева можно выпустить максимум 
2 дуги. Т.е. на уровне k+1 будет 22k=2k+1 дуг.  

Итак, в бинарном дереве глубины h может быть не более 2h листьев 
(концевых вершин). Тогда, соответственно, высота дерева с числом листьев n будет 
не меньше чем hlog2n. 

Это оценка снизу.  Но, например, при определении максимального 
количества операций для древовидного процесса решений нужна оценка сверху. 
Для оценки сверху нужно учесть количество всех возможных перестановок 
концевых вершин. При больших значениях n по формуле Стирлинга получается 
следующая оценка: hn log2n. 
 

Упражнения. 
 

Составить бинарное дерево для следующих корневых деревьев и 
закодировать их двумя способами. Вершины пронумеровать по слоям слева 
направо. 

 
 
 
 

 
 

Восстановить исходное корневое дерево по следующему коду. 
1 2 0 | 2 6 3 | 3 9 4 | 4 0 5 | 5 10 0 | 6 13 7 | 7 0 8 | 8 0 0 | 9 15 0 | 10 0 11 | 11 18 12 | 12 19 
0 | 13 0 14 | 14 0 0 | 15 0 16 | 16 0 17 | 17 0 0 | 18 0 0 | 19 0 20 | 20 0 0 |. 
 Восстановить бинарное и исходное корневое упорядоченное деревья по 
следующей польской записи: 
1 1 | 2 3 | 3 3 | 4 0 | 5 0 | 6 3 | 7 3 | 8 3 | 9 1 | 10 2 | 11 0 | 12 2 | 13 1 | 14 0 | 15 3 | 16 2 | 17 
0 | 18 0 | 19 2 | 20 0 |. 
 

3.12. Сети. Потоки в сетях. 
 
 Вообще сетью правильнее всего называть любой бесконтурный 
ориентированный граф [2], хотя у различных авторов встречаются разные 
определения. Заметьте: бесконтурный неориентированный граф – это свободное 
дерево, а бесконтурный орграф – не всегда дерево. Но поскольку, как мы знаем, 
бесконтурный ориентированный граф описывает бинарное отношение строгого 
частичного порядка, в нем обязательно есть минимальный элемент, то есть 
вершина, полустепень захода которой равно нулю. Эта вершина называется 
источником. Такая вершина, между прочим, может быть не одна. И есть вершина, 
тоже, возможно, не одна, полустепень исхода которой равна нулю, иначе в графе 
неизбежно образовался бы контур. Такая вершина называется стоком.  
 В принципе, мы всегда можем стянуть все источники в один, стоки тоже в 
один и получить сеть с одним источником и одним стоком. Но для этого нужно  
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предварительно найти все источники и все стоки, для чего придется упорядочить 
вершины по уровням (слоям). Вообще эта процедура полезна для многих 
практических задач. Например, при распараллеливании вычислительных 
процессов. Рассматривать потоки в упорядоченных сетях тоже существенно 
удобнее. 
 Уровнем вершины v называется максимальная длина пути S(v0,v), то есть 
максимальное число неповторяющихся дуг, по которым вершина v достижима из 
источника v0.  
 Отображение VN, сопоставляющее каждой вершине номер ее уровня, 
называется порядковой функцией сети. Процесс распределения вершин по 
уровням (расчет их порядковой функции) называется топологической сортировкой 
сети. Одним из простейших алгоритмов топологической сортировки является 
алгоритм Демукрона. Рассмотрим его на примере орграфа, заданного следующей 
матрицей смежности. Для наглядности нули заменим пробелами. 
 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
1  1  1  1   1  1  
2   1  1  1 1  1   
3    1    1  1  1 
4      1  1   1  
5         1 1  1 
6       1    1  
7            1 
8         1 1   
9             
10             
11             
12             

 
Для такой сети мы замучаемся рисовать диаграмму, поэтому сразу будем 

работать с матрицей. Тем более что компьютер тоже работает не с диаграммой. 
Прежде всего, заметим, что если в строке все нули, это означает, что из нее никуда 
нельзя перейти. Такая вершина соответствует стоку. Столбец i в нашей матрице 
показывает, из каких вершин можно попасть в вершину i. Поэтому столбец из 
одних нулей будет соответствовать источнику. В нашем примере это вершина 1. 
Присвоим ей уровень N=0.  

Итак, вершину 1 мы уже зафиксировали на уровне N=0,  поэтому ее можно 
исключить из рассмотрения. Замаскируем (сотрем) в матрице строку и столбец 
этой вершины и будем работать уже с матрицей (p-1)(p-1).  

 
 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

2  1  1  1 1  1   
3   1    1  1  1 
4     1  1   1  
5        1 1  1 
6      1    1  
7           1 
8        1 1   
9            
10            
11            
12            
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Посмотрим, какая вершина в такой сокращенной сети стала источником. 
Нулевой столбец у нас возник для вершины 2. Поместим ее на уровень N=1 и, 
исключив из рассмотрения, продолжаем процесс.  

 
 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

3  1    1  1  1 
4    1  1   1  
5       1 1  1 
6     1    1  
7          1 
8       1 1   
9           
10           
11           
12           

 
На уровне N=2 у нас оказываются сразу две вершины: 3 и 5. Продолжаем 

процесс, исключив их из матрицы. 
 

 4 6 7 8 9 10 11 12 
4  1  1   1  
6   1    1  
7        1 
8     1 1   
9         
10         
11         
12         

 
 На уровне N=3 у нас оказалась одна вершина  4. Продолжаем дальше. 
 

 6 7 8 9 10 11 12 
6  1    1  
7       1 
8    1 1   
9        
10        
11        
12        

 
На уровень N=4 опять попало сразу две вершины: 6 и 8.  
 

 7 9 10 11 12 
7     1 
9      
10      
11      
12      

 
Теперь ясно, что на уровне N=5 окажутся вершины 7,9,10,11, а на последнем 

уровне N=6 – только одна вершина 12, которая в нашем примере является стоком. 
Процесс топологической сортировки завершен. 
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Заметим, что если на каком-то шаге у нас не появилось ни одного нулевого 
столбца, это означает, что в графе есть контур. То есть алгоритм Демукрона можно 
использовать и для обнаружения контуров. 
 

Потоки в сетях. 
 
 Рассмотрим теперь сеть G(V,E) с одним источником sV и одним стоком 
tV. Введем для дуг этой сети такое понятие, как пропускная способность. 
Пропускной способностью дуги  назовем любое неотрицательное число, 
приписанное дуге, то, что мы раньше называли весом. Но теперь оно нам нужно 
для того, чтобы пропустить по ней какой-то поток, например, транспортный или 
информационный. Пропускная способность дуги – это ограничение  на поток, 
который по этой дуге может течь. Будем обозначать пропускную способность 
c(u,v). Тогда любую матрицу неотрицательных весов ориентированного графа 
можно рассматривать как  матрицу пропускных способностей C.  
 Что такое поток, нам интуитивно ясно. Формально, поток – это некоторая 
функция, заданная на дугах сети – f: ER. Нельзя строго сказать, что RE: хотя 
дуги у R и E – общие, веса этих дуг могут быть различны.   Поэтому, чтобы решать 
какие-то задачи и строить алгоритмы, надо дать полное формальное определение 
потока. 
 Сначала, как в гидродинамике, введем понятие дивергенции  в узле (то есть в 
вершине).  Итак, пусть задана функция  f: ER.    Дивергенцией функции f в 
вершине v назовем величину  (рис. 3.22)     
 

.),[),(),(
),(:),(:





EuvuEuvu

vufuvfvfdiv  

 Заметим, что, в отличие от физики, с плюсом берется то, что вытекает, а с 
минусом -  то, что втекает.  
 Теперь дадим полное определение потока. 
 Функция f: ER называется потоком в сети G(V,E), если  

1) для любой дуги (u,v) 0f(u,v)c(u,v); 
2) для любой вершины vV\{s,t}  div(f,v)=0  (это условие непрерывности 

потока; иногда его называют, по аналогии с электрическими цепями, 
законом Кирхгофа). 

Величина div(f,s)=w(f) называется величиной потока.  
А теперь вспомним понятие (u,v) – разреза. В данном случае нас будет 

интересовать разрез P(s,t) между источником и стоком. То есть множество ребер, 
разбивающее сеть  на две компоненты связности, таких что источник и сток 
находятся в разных компонентах. Можно математически определить этот разрез 
так:  

{u : (v,u)E } {u : (u,v)E } 
v 

Рис. 3.22. К понятию дивергенции. 
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P(s,t)={(u,v)E | uS, vT}, SV ,TV, ST=, sS, tT.  . 
 Ясно, что разрез P(s,t) полностью «блокирует» любой поток через сеть, 
независимо от его направления, поскольку связность орграфа определяется только 
наличием связи между вершинами, без учета ориентации дуг. Но так как дуги в 
сети имеют ориентацию, введем отдельные обозначения для разных направлений: 

P+={(u,v)E | uS, vT} – от источника к стоку, 
 P-={(v,u)E | uS, vT} – от стока к источнику. 

В бесконтурной сети, как мы определили ее выше, в этом вообще-то нет 
необходимости. Но, в общем случае, контуры все-таки допускаются, то есть поток 
будет течь через разрез и в том, и в другом направлении. 
 Сумма пропускных способностей дуг разреза  P(s,t) называется пропускной 
способностью разреза и обозначается С(P), а сумма потоков по всем дугам разреза  
F(P). 
 Можно показать, что для разреза P(s,t) w(f)=F(P+)-F(P-). Для этого 
достаточно рассмотреть величину потока через вершины vS, инцидентные всем 
дугам разреза. Эта величина равна 




Sv

vfdivw ).,(  Какие-то дуги выходят из этих 

вершин, а какие-то входят в них.  Поток может течь и по тем, и по другим. Отсюда 
и получается, что w=F(P+)-F(P-). Аналогично можно показать, что div(f,s)=-div(f,t).  
 Наиболее часто встречающейся задачей является вопрос о том, какой же 
максимальный поток f* можно пропустить через сеть с заданной матрицей 
пропускных способностей С.  На этот вопрос дает ответ следующая теорема. 
 Теорема Форда-Фалкерсона. Величина максимального потока в сети равна 
минимальной пропускной способности ее P(s,t) разреза.   

).(min)(max*)( PCfwfw
Pf

  

 Существует несколько различных доказательств этой теоремы, которые 
можно посмотреть, например, в [1,5,7]. Мы не будем ими заниматься, а попытаемся 
построить максимальный поток в сети, как мы ее раньше определили. То есть, в 
ней нет контуров, которые образуют циркуляцию потока. Из теоремы Форда-
Фалкерсона и из того, что w=F(P+)-F(P-), следует, что циркуляция не влияет на 
общую величину потока, поскольку величина потока в любом контуре равна нулю.   
 Рассмотрим сеть со следующей матрицей пропускных способностей С.  
 

 1 2 3 4 5 6 7 8 
1 * 5 1   5   
2  * 2 2     
3   *  3    
4   2 * 1   3 
5     *   3 
6   5 2  * 2 1 
7  4   4  * 3 
8        * 

 
В любом случае пропускные способности дуг можно нормировать таким 

образом, чтобы поток оказался целочисленным. Некоторые доказательства 
теоремы Форда-Фалкерсона без ограничения общности рассматриваются как раз на 
целочисленных потоках [5]. 
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Попробуем построить в этой сети максимальный поток. Чаще всего 
применяется схема постепенного наращивания потока, по принципу просмотра 
вершин, соответствующей поиску в ширину.  Таким способом мы получаем самые 
короткие пути от источника до стока, и, следовательно, их наибольшее количество. 
Мы уже знаем из теоремы Менгера, что мощность минимального разреза равна 
максимальному количеству не пересекающихся по ребрам простых цепей. Но 
поскольку нас интересует не просто минимальный разрез, а разрез минимальной 
пропускной способности, в данном случае ребер в таком разрезе  может оказаться и 
больше, чем в минимальном. 

Вначале поток f0=0. Возьмем все множество достижимых из источника s=1 
вершин: {2,3,6}. В этом множестве есть вершина, из которой достижим сток t=8. 
Через этот путь (168) можно пропустить поток, который допускает 
минимальная пропускная способность входящих в путь дуг. В данном случае это 
дуга (6,8). Ее пропускная способность с6,8=1.  
  Итак,  f1=1. Теперь уберем насыщенную дугу из сети и убавим пропускную 
способность дуги (1,6) на единицу. 
  

 1 2 3 4 5 6 7 8 
1 * 5 1   3   
2  * 2 2     
3   *  3    
4   2 * 1   3 
5     *   3 
6   5 2  * 2  
7  4   4  * 3 
8        * 

 
Больше вершин, из которых достижим сток, в рассматриваемом множестве 

нет. В соответствии с принципом поиска в ширину, переходим к анализу 
множества смежности вершины 2: {3,4}. Сток достижим из вершины 4, отсюда 
имеем путь 1248.  Минимальную пропускную способность здесь имеет дуга 
(2,4): с2,4=2. Увеличиваем поток f2= f1+2=3, дугу (2,4) исключаем из сети, а 
пропускные способности дуг (1,2) и (4,8) уменьшаем на 2. 
 

 1 2 3 4 5 6 7 8 
1 * 3 1   3   
2  * 2      
3   *  3    
4   2 * 1   1 
5     *   3 
6   5 2  * 2  
7  4   4  * 3 
8        * 

 
 Теперь рассмотрим множество смежности вершины 3. Оно состоит из одной 
вершины 5, из которой сток, тем не менее, достижим. Получаем путь 1358, в 
котором минимальную пропускную способность имеет дуга (1,3).  Увеличиваем 
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поток на единицу f3= f2+1=4, убираем насыщенную дугу и убавляем на единицу 
пропускные способности остальных дуг пути. 
 

 1 2 3 4 5 6 7 8 
1 * 3    3   
2  * 2      
3   *  2    
4   2 * 1   1 
5     *   2 
6   5 2  * 2  
7  4   4  * 3 
8        * 

 
 Несмотря на то, что через вершину 6 мы уже ходили, дуга (1, 6), осталась 
ненасыщенной. Поэтому рассмотрим множество смежности этой вершины так же, 
как и для предыдущих вершин. Здесь можно получить сразу несколько путей. 
Рассмотрим их по порядку. В пути 1648 минимальная пропускная 
способность дуги с4,8=1.  Увеличиваем поток: f4= f3+1=5, убираем дугу (4,8) и 
уменьшаем пропускные способности остальных: с1,6=2, с6,4=1. В пути 1678 
сразу две дуги имеют минимальную пропускную способность с1,6=с6,7=2. 
Увеличиваем поток f5= f4+2=7 и исключаем эти дуги из сети. В результате всех 
проделанных действий наша таблица принимает следующий вид. 
 

 1 2 3 4 5 6 7 8 
1 * 3       
2  * 2      
3   *  2    
4   2 * 1    
5     *   2 
6   5 1  *   
7  4   4  * 1 
8        * 

 
 Теперь, по правилу поиска в ширину, переходим к рассмотрению вершин из 
множества смежности вершины 2, на текущем шаге состоящего из одной вершины 
3. Имеем следующий путь: 12358 с минимальной пропускной 
способностью с2,3=с3,5=с5,8=2. Увеличиваем поток f6= f5+2=9. Дуги (2,3), (3,5), (5,8) 
удаляем, а пропускную способность дуги (1,2) уменьшаем на 2. В результате 
получаем 

 1 2 3 4 5 6 7 8 
1 * 1       
2  *       
3   *      
4   2 * 1    
5     *    
6   5 1  *   
7  4   4  * 1 
8        * 
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У нас осталась одна цепь, соединяющая s и t: 1,2,7,8, но в ней дуга (7,2) 
направлена от стока к источнику. Такие цепи называются аугментальными. Если 
бы по дуге (7,2) тек поток, его можно было бы уменьшить и, соответственно, 
увеличить поток от s к t. Но поток по дуге (7,2) равен нулю, следовательно, поток 
f=9 максимален. Попробуйте сами найти разрез P(s,t), пропускная способность 
которого, с учетом направления всех входящих в него дуг, равна 9. 

 
Упражнения. 

 
1. Выполнить топологическую сортировку для сетей, заданных следующими 

списками смежности. Предварительно преобразовать к матричному 
представлению. 

1) 2,4,5,8  2) 3,4,9  3) 4,6,8,9  4) 6,8  5) 3,4,6  6) 7,8,9  7) 9,10 8) 10  9) 10; 
1)  2,3,5  2) 4,8  3) 4,6,7,10   4) 7,8,10  5) 7  6) 8,9,10  7) 6,8,9  8) 10  9) 10. 

  
2. Найти максимальный поток для сети со следующей матрицей пропускных 

способностей. 
 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 * 5 5 3 0 0 4 0 0 0 
2 0 * 0 0 0 1 0 4 0 0 
3 0 2 * 5 1 1 0 0 0 0 
4 0 2 0 * 1 0 1 0 0 0 
5 0 0 0 0 * 2 0 0 0 3 
6 0 0 0 0 0 * 0 3 3 0 
7 0 0 0 0 0 2 * 0 0 3 
8 0 0 0 0 0 0 0 * 0 5 
9 0 0 0 0 0 0 0 0 * 5 
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 * 

 
 
3.13. Элементы цикломатики. Циклы и коциклы. Фундаментальная система 

циклов и цикломатическое число. 
 

Рассуждая о потоках сетях, мы упомянули о том, что циркуляция по контуру 
не увеличивает поток от источника к стоку. То есть можно всегда построить 
бесконтурную сеть с таким же потоком, как и в исходной сети с контурами. И 
здесь, между прочим, встает вопрос: а сколько ребер нужно убрать из графа, чтобы 
в нем не осталось циклов? Из подобных задач возникают такие понятия, как 
фундаментальная система циклов и фундаментальная система разрезов. 
 Давайте рассмотрим произвольное остовное дерево графа G(V,E). Вспомним, 
что если добавить в дерево ровно одно ребро, мы получим ровно один цикл. Но 
если мы добавим сразу два ребра, то мы можем получить уже больше циклов, но 
часть этих циклов будут производными от тех, которые получаются в результате 
добавления каждого из этих ребер отдельно (рис.3.23). Поэтому 
фундаментальными  называют циклы, которые образуются в результате 
добавления каждого из ребер, входящих в дополнение остовного дерева G’(V’,E’)  
до исходного графа G. Эти ребра называют хордами.  
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 Мы знаем, что остовное дерево графа содержит ровно p-1 ребро. Если всего 
в графе q ребер, то хорд будет q-p+1. Таким образом, число фундаментальных 
циклов равно числу хорд в графе G: m(G)= q-p+1. Эта величина тоже является 
одним из инвариантов графа и называется цикломатическим числом. 
 Заметим также, что каждое ребро в остовном дереве, как и во всяком дереве, 
является мостом, то есть разрезом. Поэтому остовное дерево иначе называют 
фундаментальной системой разрезов или коциклов, а величину p-1 называют 
коциклическим или коцикломатическим числом графа. С каждой 
фундаментальной системой разрезов связана определенная фундаментальная 
система циклов.  

Упражнения. 
 
1. Найти цикломатические числа и произвольную систему фундаментальных 
циклов для графов, представленных следующими списками смежности. 
 G1: 1) 2,3,4; 2) 1,6,7; 3) 1,5,6,7; 4) 1,6,7; 5) 3,7; 6)2,3,4,7; 7) 2,3,4,5,6. 
 G2: 1) 2,5; 2) 1,3,4,7; 3) 2,6,8; 4) 2,7,8; 5) 1,7; 6) 3,8; 7)2,4,5; 8) 3,4,6. 
2. Чему равно цикломатическое число регулярного графа Rp,n, где p-число вершин, 
n – степень регулярности? 
3. Чему равно цикломатическое число m(Kp) полного графа на p вершинах? 
 

3.14. Эйлеровы графы и эйлеровы циклы. 
 

Вспомним задачу о кёнигсбергских мостах, с которой началась теория 
графов. В чем там была проблема? Чтобы иметь возможность обойти весь граф, 
пройдя ровно по одному разу каждое ребро, и вернуться в исходное положение, 
нужно в каждую вершину заходить по одному ребру, а выходить по другому. То 
есть степени всех вершин должны быть четны. Кроме того, граф должен быть 
связен. Вот такой граф и получил название эйлерова графа, а сам цикл, 
включающий каждое ребро графа ровно один раз, - эйлерова цикла. 
 Теорема Эйлера. Граф  G является эйлеровым тогда и только тогда, когда он 
связен и все степени его вершин четны.   
 Практическим примером построения эйлерова цикла является задача о 
развозе почты. Но эйлеровых графов среди всех возможных графов на p вершинах 
не так уж много. Тем не менее, можно поставить вопрос так: как покрыть 
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Рис.3.23. При добавлении в дерево одного ребра ( e=(6,5) или e=(1,6)) 
возникает по одному циклу; при добавлении в дерево сразу двух этих ребер  

возникает дополнительный цикл ((1,2,3,4,5,6). 
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некоторый граф минимальным количеством простых цепей, чтобы каждое ребро 
входило в это покрытие только один раз.  Задача может, например, возникнуть в 
ГИС как проблема оптимального описания векторного слоя. Кроме того, может 
оказаться, что, хотя эйлерова цикла в графе нет, его все равно можно полностью 
обойти. Например, в таком графе (рис.3.24).  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 В этом графе есть две вершины степени три. Их можно соединить условной 
дугой, и тогда граф, согласно теореме, станет эйлеровым. Построим в нем эйлеров 
цикл и удалим из него условную дугу. Получим цепь, в которую каждое ребро 
графа входит ровно один раз. Такой граф называется полуэйлеровым, а сама цепь 
– эйлеровой цепью. 
 Теорема. Пусть G – связный граф с k вершинами нечетной степени. Тогда 
минимальное количество непересекающихся по ребрам цепей, покрывающих G, 
равно k/2.   
 Мы уже знаем, что в графе число вершин нечетной степени четно. Соединим 
все такие вершины попарно, как на рис. 3.24. Такой дополненный граф будет 
эйлеровым, и в нем можно построить эйлеров цикл. Удалив после построения 
ребра, получим искомые k/2 простых цепей. 
 Существует несколько методов построения эйлерова цикла. Здесь мы 
рассмотрим только один, который, хотя и не очень понятно, изложен в [1]. 
 Самым древним примером задачи на построение эйлерова цикла является 
арабская головоломка про сабли Магомета. В ней предлагается, не отрывая руки, 
обрисовать следующую конструкцию (рис.3.25).   
 На этой конструкции мы и рассмотрим построение эйлерова цикла, хотя это, 
как и в задаче о семи мостах, мультиграф. Но замечательное свойство такой 

Рис.3.24. Пример полуэйлерова графа (слева). При добавлении 
одного ребра получается эйлеров граф (справа). 

Рис. 3.25. Эйлеров граф из головоломки про сабли Магомета. 
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конструкции состоит в том, что эйлеров граф получается при любом взаимном 
положении сабель, главное – чтобы они пересекались. То есть задача всегда имеет  
решение. 
 Пронумеруем вершины и составим список смежности этого мультиграфа: 

1) 2,10   
2) 1,3,3,10   
3) 2,2,4,5   
4) 3,5   
5) 3,4,6,7  

6) 5,7   
7) 5,6,8,8   
8) 7,7,9,10  
9) 8,10              
10) 1,2,8,9. 

 Далее список смежности будем называть рабочим списком. Действовать 
будем следующим образом. Берем первую по порядку вершину и переходим в 
первую из ее списка смежности, в данном случае в вершину 2. Включаем этот 
переход в цикл: CE=(1,2). Ребро (1,2) исключаем из списка, а вершину 1 вместе с 
оставшимся элементом списка смежности, то есть еще возможным переходом, 
кладем в так называемый стек. Стек – это список, перевернутый «вверх ногами», 
что-то вроде стакана, из которого в первую очередь надо брать то, что лежит 
сверху, то есть пришло в него последним.  
 После выполненного шага имеем: 

Рабочий список: 
2) 3,3,10 
3) 2,2,4,5 
4) 3,5 
5) 3,4,6,7 
6) 5,7 

7) 5,6,8,8, 
8) 7,7,9,10 
9) 8,10 
10) 1,2,8,9. 

Список стека:  
     1) 10.  

Жирным в списке смежности выделена вершина, в которой мы теперь находимся. 
        Делаем следующий шаг: переходим в вершину 3. Добавляем ребро (2,3) в 
цикл:  CE=(1,2,3), удаляем его из списка, а вершину 2 с оставшимися переходами 
кидаем в стек. 
Рабочий список: 

3) 2,4,5   
4) 3,5   
5) 3,4,6,7  
6) 5,7   
7) 5,6,8,8   

8) 7,7,9,10  
9) 8,10              
10) 1,2,8,9. 

Список стека: 
2) 3,10   
1) 10. 

 Переходим из вершины 3 в ту вершину, которая еще есть в текущем списке, 
то есть в вершину 4.  Повторяем все предыдущие действия и получаем:CE=(1,2,3,4). 
Рабочий список: 

4) 5   
5) 3,4,6,7  
6) 5,7   
7) 5,6,8,8   
8) 7,7,9,10  

9) 8,10              
10) 1,2,8,9. 

Список стека: 
3) 2,5   
2) 3,10   
1) 10. 

 Из вершины 4 возможен только один переход, поэтому в стек сбрасывать 
нечего. Переходим в вершину 5: CE=(1,2,3,4,5). Стек остается прежним, а рабочий 
список выглядит так: 

5) 3,6,7  
6) 5,7   
7) 5,6,8,8   

8) 7,7,9,10  
9) 8,10              
10) 1,2,8,9. 
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 После перехода в вершину 6 имеем: CE=(1,2,3,4,5,6). 
Рабочий список: 

6) 7   
7) 5,6,8,8   
8) 7,7,9,10  
9) 8,10              
10) 1,2,8,9. 

Список стека: 
5) 3,7  
3) 2,5   
2) 3,10   
1) 10. 

 Теперь переходим в вершину 7: CE=(1,2,3,4,5,6,7). 
Список стека не меняется, а рабочий список имеет вид: 

7) 5,8,8   
8) 7,7,9,10  
9) 8,10              
10) 1,2,8,9. 
Переходим в вершину 8: CE=(1,2,3,4,5,6,7,8). 

Рабочий список: 
8) 7,9,10  
9) 8,10              
10) 1,2,8,9. 
 
 

Список стека: 
7) 5,8   
5) 3,7  
3) 2,5   
2) 3,10   
1) 10. 

Переходим в вершину 9: CE=(1,2,3,4,5,6,7, 8,9). 
Рабочий список: 

9) 10              
10) 1,2,8,9. 
 
 

 
 

Список стека: 
8) 7,10  
7) 5,8   
5) 3,7  
3) 2,5   
2) 3,10   
1) 10. 

 Переходим в вершину 10: CE=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10). Список стека не меняется. 
В рабочем списке остается одна вершина: 10) 1,2,8. Брать из рабочего списка 
больше нечего, поэтому обращаемся к стеку, из которого мы будем брать в первую 
очередь то, что лежит выше. В данном случае мы должны брать вершину 8: 
CE=(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,8). После этого шага рабочим становится список стека: 

10) 1,2 
8) 7  
7) 5,8   
5) 3,7  

3) 2,5   
2) 3,10   
1) 10. 

 Из вершины 8 мы можем перейти только в 7, поэтому вершина 8 вообще 
уходит. Имеем: 
CE=(1,2,3,4,5,6,7, 8,9,10,8,7). 
Рабочий список: 

10) 1,2 
7) 5   
5) 3,7  

3) 2,5   
2) 3,10   
1) 10. 

Из вершины 7 мы можем перейти только в 5: CE=(1,2,3,4,5,6,7, 8,9,10,8,7,5). 
Рабочий список: 

10) 1,2 
5) 3  
3) 2,5   
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2) 3,10   1) 10. 
Далее переходим в 3: CE=(1,2,3,4,5,6,7, 8,9,10,8,7,5,3). 
Рабочий список: 

10) 1,2 
3) 2   

2) 3,10   
1) 10. 

Переходим в 2: CE=(1,2,3,4,5,6,7, 8,9,10,8,7,5,3,2). 
Рабочий список: 

10) 1,2 
2) 10   
1) 10. 

Переходим в 10: CE=(1,2,3,4,5,6,7, 8,9,10,8,7,5,3,2,10). 
Получаем: 

10) 1 
1) 10. 

Остался только один переход, и цикл завершен: CE=(1,2,3,4,5,6,7, 
8,9,10,8,7,5,3,2,10,1). 
 

Упражнения. 
 
 1. Построить эйлеров цикл для видоизмененной конструкции «сабель 
Магомета»: 

 2. Построить эйлерову цепь в полуэйлеровом графе со следующим списком 
смежности: 1) 2,3,5,6  2) 1,3,4,5 3) 1,2,4  4) 2,3,5  5) 1,2,4,6  6) 1,3,5. 
 3. Построить для следующего графа покрытие, состоящее из минимального 
количества реберно непересекающихся простых цепей. 
 1) 2,3,4,7  2) 1,3,5  3)  1,2,4,6,7  4) 1,3,5,6 5) 2,4,6 6) 3,4,5,7 7) 1,3,6.  
 

3.15. Гамильтоновы графы и гамильтоновы циклы. 
 
 В первом разделе упоминалась головоломка Уильяма Гамильтона о 
кругосветном путешествии, где требовалось обойти 20 вершин по развертке 

Рис. 3.26. Гамильтонов граф из головоломки «кругосветное 
путешествие». 
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додэкаэдра и вернуться в исходную точку (рис.3.26). В честь него цикл, 
содержащий все вершины графа ровно по одному разу, назвали гамильтоновым 
циклом, а граф, содержащий такой цикл, - гамильтоновым графом.  
 В отличие от задачи про эйлеров цикл, необходимые и достаточные условия 
существования в графе гамильтонова цикла до сих пор не найдены. Существует 
несколько теорем, определяющие достаточные условия существования 
гамильтонова цикла, среди которых наиболее известна теорема Дирака. 
 Теорема Дирака. Любой граф G с не менее чем тремя вершинами (p3) и 
минимальной степенью вершины (v)p/2 имеет гамильтонов цикл. 
 Математик Оре доказал более общую теорему, из которой теорема Дирака 
вытекает, как следствие. Но сначала заметим, что, наряду с понятием эйлеровой 
цепи, существует понятие гамильтоновой цепи. Гамильтоновой называется 
простая цепь, содержащая все вершины графа ровно по одному разу.  
 Теорема Оре. Если в графе G для любой пары вершин u,v выполняется 
условие (u)+(v)p-1, то граф имеет гамильтонову цепь. Если (u)+(v)p, то граф 
имеет гамильтонов цикл. 
 Ясно, что это достаточно жесткое условие, так как охватывает только графы 
с очень большим количеством ребер. В головоломке Гамильтона все вершины 
имеют степень 3, но гамильтонов цикл существует. Можете убедиться в этом сами. 
 Через сто лет после появления головоломки Гамильтона математик Татт, 
исследуя свойства гамильтоновых графов, получил самое «слабое» на сегодняшний 
день достаточное условие существования гамильтонова цикла. То есть 
описывающее наиболее широкий класс гамильтоновых графов. 
 Здесь следует вспомнить свойство планарности, о котором мы однажды 
говорили. Планарным называется граф, который можно разложить на плоскости 
без пересечения ребер.  
 Вспомним также, что такое k-связный граф. Число вершинной связности 
графа определяется, как минимальное число вершин,  удаление которых приводит 
к увеличению количества компонент связности. 
 Теорема Татта. Каждый 4-х связный планарный граф имеет гамильтонов 
цикл.   
 Заметим, что граф, предложенный Гамильтоном, трехсвязен, поэтому 
данному условию тоже не удвлетворяет.  
 Мы не будем останавливаться более подробно на условиях существования 
гамильтонова цикла, а перейдем к более  важной для практики задаче, которая 
называется задачей коммивояжера.  
 Предположим, что наш граф гамильтонов и на его дугах заданы веса cij, 
которые могут обозначать, например, стоимость проезда между населенными 
пунктами. Коммивояжер (бродячий торговец) должен побывать во всех этих 
пунктах и вернуться назад, затратив при этом минимум средств. То есть речь идет 
о построении гамильтонова цикла минимального веса. 
 В общем случае предполагается, что cij  cji, то есть граф может быть и 
ориентированным, причем веса дуг (u,v)  и (v,u) могут отличаться. 
 Решение задачи «в лоб» предполагает перебор всех возможных вариантов, то 
есть p! операций. Но если граф большой, это слишком дорогое удовольствие, 
поэтому разработаны приемы сокращения перебора. Наиболее распространенный 
из таких методов ограниченного перебора носит название «метод ветвей и границ». 
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Решение задачи коммивояжера методом ветвей и границ. 
 
 Рассмотрим дерево перебора (дерево решений) и назовем его T, как мы 
называли упорядоченные корневые деревья. Общий принцип решения методом 
ветвей и границ такой: на каждом шаге дерево решений разбивается на 

подмножества ветвей 
N

i
iTT

1

.


  Затем вычисляется некоторая оценка, которая 

служит критерием отсечения заведомо бесперспективных ветвей. 
 Рассмотрим, как это выглядит в данной задаче. Будем иллюстрировать 
рассуждения на полном пятивершинном графе (точнее, ориентированном 
мультиграфе, где cij  cji) с матрицей весов C. Очевидно, что этот граф 
гамильтонов. Матрица весов у нас будет следующая: 
 

 1 3 1 2 
2  5 4 6 
2 4  6 1 
3 1 5  4 
3 2 4 1  

 
 Основной операцией, на основе которой выполняется необходимая оценка, 
является приведение матрицы весов. Что это означает? Рассмотрим по шагам. 
 Введем обозначения: z – искомый гамильтонов цикл, l(z) – вес такого 
гамильтонова цикла. 
 Шаг 1. Получение нижней l0(z) и верхней L(z) оценок веса искомого 
гамильтонова цикла (построение границ решения).  
 Начнем с получения нижней оценки, так как именно она наиболее важна для 
решения задачи. 
 1.1. Выбираем min по каждой строке матрицы весов. Строка i у нас, как 
всегда, соответствует выходам из вершины vi, а столбец i - входам. То есть мы 
выбираем сначала минимальный по весу выход из каждой вершины. 

.5,1),1,1,1,2,1min(min


 iciji
 





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1
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i
iji

c  

 Теперь из каждой строки матрицы вычтем соответствующее этой строке 
минимальное значение. Получаем матрицу: 
 

 0 2 0 1 
0  3 2 4 
1 3  5 0 
2 0 4  3 
2 1 3 0  

 
Если бы в каждом столбце после вычитания оказалось по нулю, это означало бы, 
что из каждой вершины можно выйти по дуге минимального веса и в каждую 
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вершину можно войти по дуге минимального веса. В этом случае вес гамильтонова 
цикла был бы равен l0(z)=6, то есть той сумме, которую мы получили. И вопрос 
был бы решен уже на первом шаге. Но у нас в третьем столбце нулей нет. Поэтому 
придется принять, что l(z)> l0(z), и продолжать поиск l(z). 
 1.2. Выбираем min по каждому столбцу, то есть, рассматриваем  все дуги, по 
которым можно войти в каждую вершину vj. Повторяем то, что делали на первом 
шаге, только теперь для столбцов. 

.5,1),0,0,2,0,0min(min


 jcijj
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Теперь вычитаем из столбцов минимальные значения. 
 

 0 0 0 1 
0  1 2 4 
1 3  5 0 
2 0 2  3 
2 1 1 0  

 
Полученный результат показывает, что  минимальная дуга, по которой мы можем 
войти в вершину 3, - это c13=2. Теперь уже ясно, что l(z) l0(z)+ c13=8.  
 Таким образом, мы получили нижнюю оценку веса гамильтонова цикла. То, 
что мы проделали, называется приведением матриц по строке и столбцу. В 
приведенной матрице ненулевые значения представляют собой превышения над 
минимумом при входе и выходе из каждой вершины. 
 1.3. Для получения верхней оценки L(z) построим произвольный цикл 
методом поиска в глубину и посчитаем его вес по исходной матрице весов.  

L(z)= c12+ c23+ c34+ c45+ c51=1+5+6+4+3=19. 
 Если бы мы получили, что l(z)=L(z), то это и был бы искомый гамильтонов 
цикл минимального веса. Но в нашем примере это не так. Мы, всего-навсего, 
имеем  8l(z)19, и нам придется продолжать поиск. 
 Шаг 2. Ветвление (разбиение дерева решений на подмножества). Теперь 
будем добавлять в цикл по одному ребру на основе следующей схемы. 
 Рассмотрим два случая(рис.3.27).: 1) гамильтонов цикл  z проходит через 

Рис.3.27. Пояснение к принципу 
вычисления оценок в методе ветвей и 

границ. 
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некоторую минимальную по весу дугу (vi,vj); 2) гамильтонов цикл z не проходит 
через эту дугу. Назовем эти два варианта z(i,j) и ),( jiz  соответственно. Они 
образуют две ветви решений. 
 Рассмотрим оценки для каждой из этих ветвей. Для ветви z(i,j) остается нижняя 
оценка l(z)=8. Рассмотрим теперь оценку для ветви ),( jiz . Если путь не проходит 
через (i,j), то мы должны выйти из вершины i по какой-то дуге (i,k)  и войти в 
вершину j по какой-то дуге (m,j). В наиболее удачном случае это будут дуги 
минимальных весов. Тогда 

.minmin)()()),(( 1
mjimikjk

cczlzljizl


  

Таким образом, для каждого уже обнуленного перехода по ребру (i,j) можно 
получить нижнюю оценку превышения над минимумом, если мы пройдем мимо 
этого ребра. 

.minmin mjimikjkij cc


  

Вычисляем такие оценки для всех дуг, обнуленных в процессе приведения 
матрицы, и в качестве альтернативы перехода выбираем вариант с максимальным 
значением ij. То есть, включаем в цикл то ребро, у которого альтернативный путь 

),( jiz  заведомо будет самым плохим.  
 Посмотрим, что получается в нашем примере. Для всех нулевых элементов 
нашей приведенной матрицы cij берем ребро с минимальным значением (по i-й 
строке), по которому можно выйти из вершины i в любую вершину, кроме j, и 
ребро с минимальным значением (по j-му столбцу), по которому можно войти в 
вершину j из любой вершины, кроме i.  
12=0+0=0; 13=0+1=1; 14=0+0=0; 21=1+1=2; 35=1+1=2; 42=2+0=2; 54=1+0=1. 
 У нас получилось 3 одинаковых значения, берем первое: 21. После первого 
шага z={(2,1)}.   
 Теперь «склеим» вершины 2 и 1, чтобы вывести дугу (2,1) из рассмотрения. 
Для этого удалим из матрицы 2-ю строку и 1-й столбец, учитывая направление 
дуги в цикле. Получим матрицу весов меньшей размерности. В этой матрице 
заменим элемент c21  на символ , чтобы про него забыть, поскольку назад от 1 к 2 
мы уже переходить не имеем права. 
 

 0 0 1 
3  5 0 
0 2  3 
1 1 0  

  
 Теперь опять приводим полученную матрицу по строке и столбцу и 
вычисляем оценки ij. 
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Итак, нижняя оценка l(z) остается прежней: l1
0(z)=8. 

Вычисляем оценки: 13=0+1=1; 14=0+0=0; 35=3+1=4; 42=2+1=3; 54=1+0=1. 
Имеем: max=4, то есть, выбираем c35.  
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Склеиваем вершины 3 и 5, убирая из матрицы третью строку и пятый столбец, а 
обратный путь из 5 в 3 заменяем на .  
 

 0 0 
0 2  
1  0 

 
После приведения этой матрицы нижняя оценка веса цикла остается прежней. 
Вычисляем оценки ij: 13=0+2=2; 14=0+0=0; 42=2+1=3, 54=1+0=1.  
Выбираем c42. Склеиваем вершины 4 и 2, удаляя первую строку и третий столбец. 
Получаем 

0 0 
 0 

 
Здесь уже без приведения ясно, что нужно брать (1,3) и (5,4). 
Итак, мы получили следующий гамильтонов цикл: (3,5),(5,4),(4,2),(2,1),(1,3). Вес 
этого цикла равен l(z)=1+1+1+2+3=8, что удовлетворяет ранее найденной нижней 
оценке.  

 Дерево решений для рассмотренного примера выглядит так, как показано на 
рис.3.28. 
 В рассмотренном нами случае мы имели полный набор вариантов перехода, 
поэтому использовали только нижнюю оценку границы решений. Но если граф не 
полный, то, действуя по рассмотренной схеме, на каком-то шаге после приведения 
матрицы мы можем получить превышение нижней оценки веса цикла над L(z). В 
этом случае цикл, построенный для верхней оценки L(z), и будет  искомым 
решением задачи. 

Упражнения. 
 
1. Построить гамильтонов цикл минимального веса для графа со следующей 
матрицей весов. 

 8 2 3 5 1 
1  7  1 4 
2   5 2 1 
7    6 1 
2 5 4 3  4 
6  5  2  

 

(2,1) 

(3,5) 

(4,2) 

(1,3) (5,4) 

)1,2(z  

)5,3(z  

)2,4(z  

Рис. 3.28. Дерево решений методом ветвей и границ. 
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2.  Построить гамильтонов цикл минимального веса для графа со следующей 
матрицей весов.  

 1 7  5  
3  3 5 5 4 
3 1   3 4 
 2   4 6 
3 3 2 1  7 
 6 2 1 2  

  
 

3.16. Независимые и покрывающие множества. Задачи о раскраске. 
 
 Мы уже рассматривали некоторые задачи о покрытиях. Например, говорили 
о том, как покрыть граф минимальным числом простых цепей, и это была задача на 
построение эйлерова цикла в дополненном фиктивными ребрами графе. Теперь мы 
рассмотрим задачу, как описать граф минимальным количеством вершин, чтобы 
сохранились все связи. Это может быть, например, задача оптимизации сетевой 
базы данных. Другим примером практической задачи может быть задача о 
расположении ретрансляторов в телекоммуникационных сетях. Задачи такого типа 
часто иллюстрируют головоломкой о том, как расставить на шахматной доске 
заданное количество фигур, чтобы они били все клетки. 
 Мы знаем, что при удалении вершины из графа вместе с ней уходят и все 
инцидентные ей ребра. Будем поэтому говорить, что вершина покрывает эти ребра. 
И, соответственно, будем говорить, что ребро (i,j) покрывает вершины i,j, если эти 
вершины являются его концами. 
 Определение. Множество вершин, покрывающее все ребра графа G, 
называется вершинным покрытием графа G. Аналогично, множество ребер, 
покрывающих все вершины графа G, называется реберным покрытием G. 
 Нетрудно заметить, что мощность вершинного покрытия в связном графе 
будет меньше числа вершин. Чтобы покрыть все ребра, нам понадобится тем 
больше вершин, чем меньше ребер покрывает каждая вершина. Больше всего 
вершин потребуется для покрытия простой цепи, где  q=p-1. А вот мощность 
реберного покрытия не всегда меньше числа ребер.  На рис.3.29 показаны два 
графа с различными вершинными и реберными покрытиями. В цикле слева 
вершинное покрытие состоит из трех вершин (через одну), и  реберное покрытие 
также состоит из трех ребер (через одно). В звезде справа вершинное покрытие 
состоит всего из одной центральной вершины, а реберное покрытие включает все 
ребра графа. 
 
 
 
 
 
 
 
 
  Похоже, что для каждого графа с определенными особенностями связей 
существует какое-то минимальное покрытие, как вершинное, так и реберное, и 

Рис. 3.29. Графы с различными  покрывающими множествами вершин и ребер. 
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мощность этого минимального покрытия также является числовой 
характеристикой - инвариантом для всего класса изоморфных графов. Давайте 
выясним этот вопрос. 
 Введем обозначения: 0 – мощность минимального вершинного покрытия 
(число вершинного покрытия), 1 – мощность минимального реберного 
покрытия (число реберного покрытия). 
 Теперь вернемся к примеру со звездой  (рис. 3.29), как к критическому 
случаю. Обратите внимание, что здесь покрывающее множество состоит из одной 
вершины именно потому, что между другими вершинами нет ребер. Если бы было 
хотя бы одно такое ребро, было бы другое минимальное покрывающее множество. 
Чтобы сделать какие-то выводы относительно такой ситуации, введем еще одно 
понятие. 
 Определение. Множество вершин называется независимым, если никакие 
две вершины в нем не смежны. Соответственно, множество ребер называется 
независимым, если в нем никакие два ребра не имеют общего конца. Мощность 
максимального независимого множества вершин в графе называется вершинным 
числом независимости и обозначается 0. Мощность максимального 
независимого множества ребер называется реберным числом независимости и 
обозначается 1. 
 С такими конструкциями мы, на самом деле, уже сталкивались, когда 
говорили о двудольных графах. В двудольном графе каждая из долей представляет 
собой независимое множество вершин. А независимое множество ребер, в свою 
очередь, является паросочетанием.   
 Так вот, оказывается, что минимальные покрывающие множества и 
независимые множества вершин и ребер связаны между собой следующей 
зависимостью. 
 Теорема Галаи. Для любого нетривиального связного графа справедливо 
следующее соотношение 

0+0=1+1=p. 
 

 Понятие независимых множеств находит применение в целом ряде 
приложений. Например, К.Шеннон предложил использовать графы в теории 
передачи информации для описания «сходства» между передаваемыми сигналами. 
В такой модели максимальное независимое множество соответствует «непохожим» 
сигналам, то есть передаваемым наиболее надежно. 
 

Задача о раскраске. 
 

С понятием независимых множеств непосредственно связана задача о раскраске. 
Эта задача возникла как задача о раскраске карт: можно ли политическую карту 
раскрасить четырьмя красками так, чтобы никакие две страны, имеющие общую 
границу, не были раскрашены в один цвет. 
 В данной задаче страны можно представить вершинами графа, а отношение 
примыкания стран, то есть наличия у них общей границы, – ребрами (рис.3.30). 
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Тогда задача ставится так: можно ли раскрасить вершины данного графа четырьмя 
красками, чтобы никакие две смежные вершины не были окрашены в один цвет. 
 Отсюда возникла более общая задача о раскраске графов: каким 
минимальным количеством красок можно раскрасить граф конкретного типа? В 
рассмотренной постановке – это задача о вершинной раскраске. Некоторые 
приложения, например, задачи теории расписаний, также сводятся к задачам о 
раскраске графа, вершинной или реберной. Но поскольку задачу о реберной 
раскраске можно свести к задаче о вершинной раскраске так называемого 
смежностного графа, мы остановимся только на вершинной раскраске. 
 Конечно, можно красить граф «в лоб»: берем первую вершину и красим ее в 
один цвет; все смежные с ней вершины, но не смежные между собой, красим в 
другой; если вершина смежна с двумя уже окрашенными в разные цвета, красим ее 
в третий цвет, и так далее. Но не факт, что мы в этом случае раскрасим граф 
минимальным количеством красок. Именно поэтому лучше подходить к раскраске 
с общих позиций.  
 Определение. Граф G называется k-раскрашиваемым, если существует 
разложение множества его вершин на k непересекающихся  независимых 
множеств. Представление графа в таком виде называется k-раскраской. Из того, 
что это независимые  множества вершин, следует, что все вершины каждого 
множества можно раскрасить в один цвет, и тогда никакие две вершины не будут 
раскрашены одинаково.  
 Наименьшее число =min(k) называется хроматическим числом графа G и 
обозначается (G). Граф, имеющий  хроматическое число (G), называют -
хроматическим. 
 Как найти хроматическое число графа? Простейший способ такой: выбираем 
из V максимальное независимое множество S1, затем из оставшихся вершин 
выбираем максимальное независимое множество S2 и так далее. Этот способ 
называют схемой Гранди.  
 Задачи построения максимальных независимых множеств в общем случае 
решаются перебором. Тем не менее, зная свойства конкретного графа, перебор 
всегда можно сократить, а иногда и обойтись без такового.  

Рис. 3.30. Графовая модель для задачи о раскраске карт. 
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 Прежде всего, выделим некоторые виды графов с заведомо известным 
хроматическим числом. Граф, состоящий ровно из двух независимых множеств 
вершин, мы уже знаем. Это двудольный граф. Его иначе называют 
бихроматическим, так как его хроматическое число =2. Значит, 
бихроматическими будут все известные нам виды графов, которые являются 
двудольными. То есть деревья и графы, в которых все циклы имеют четную длину. 
Отсюда для хроматического числа графа возникает ограничение снизу: если в 
графе G есть цикл нечетной длины, то его хроматическое число (G)3. 
 Рассмотрим теперь раскраску полных графов. Для полного графа Kp (G)=p, 
так как все вершины придется красить в разные цвета. Отсюда сразу следует 
ограничение сверху: для любого связного нетривиального графа (G)d+1, где d – 
максимальная степень вершины графа. Из теоремы Эйлера о степенях вершин для 
графа с q ребрами получается следующая оценка 

.
4
12

2
1)(  qG  

 Теорема Брукса дает дополнительные условия для оценки (G) сверху: если 
связный граф G не является ни полным графом, ни нечетным циклом, то (G)d. 
 Заметим, что в задаче о раскраске карт речь тоже идет об особом виде 
графов. Любой граф, описывающий на плоскости отношение смежности 
(примыкания), является планарным. Определение планарного графа мы уже давали 
в разделе 3.1. Кроме раскраски карт, класс планарных графов представляет 
интерес, например, для задач разработки электронных схем. Как показывает 
следующая теорема, нарушение условия планарности связано всего с двумя видами 
графических конструкций, которые также были приведены в разделе 3.1 (на 
рис.3.2). 
 Теорема Понтрягина-Куратовского. Граф планарен, если он не содержит 
топологических миноров вида К5 и R6,3.  
 Понятие топологического минора было ведено в разделе 3.5, когда мы 
рассматривали вопрос об отношениях связности и достижимости. 
 Для планарных графов доказано следующее ограничение по хроматическому 
числу. 
  Теорема. Если граф G планарен, то (G)4. 
 Заметим сразу, что это только достаточное условие. Иметь хроматическое 
число (G)4 могут и графы, не удовлетворяющие условию планарности. Начнем с 
того, что граф R6,3 является двудольным, то есть бихроматическим. Но для графа 
К5, как мы знаем, (G)=5. Следовательно, высокое хроматическое число 
обусловлено присутствием в графе топологических миноров (или подграфов), 
являющихся полными графами. Поэтому более общие ограничения на  (G) дают 
следующие теоремы.  
 Теорема. Если все конечные подграфы графа G k-раскрашиваемые, то граф G 
тоже k-раскрашиваемый. 
 Теорема. Если граф G содержит полный подграф на m вершинах, то (G)m. 
 В качестве примера попробуем выполнить минимальную раскраску графа со 
следующим списком смежности: 1) 2,3,5,6,7,8; 2) 1,3,8; 3) 1,2,4,5,6,7; 4) 3,5,8; 5) 
1,3,4,6,7; 6) 1,3,5,7; 7) 1,3,5,6,8; 8) 1,2,4,7.   
 Сначала выполним оценку величины (G), используя приведенные выше 
теоремы. Во-первых, данный граф заведомо не планарен, так как имеет более пяти 
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вершин степени 4. Поскольку при стягивании ребра степень полученной 
вершины будет не меньше степеней инцидентных ему вершин, то в результате 
операций стягивания ребер мы обязательно получим топологический минор вида 
К5. Следовательно, для нашего графа (G)5. И если нам удастся раскрасить граф в 
5 цветов, значит, мы получили минимальную раскраску.  
 Естественно начинать раскраску с вершины максимальной степени. Начнем 

с вершины 1 и будем действовать так. Просмотрим все вершины методом поиска в 
ширину. В результате получим некоторое остовное дерево (рис.3.31). Как мы уже 
знаем, дерево можно раскрасить двумя цветами, раскрашивая все нечетные слои 
одним цветом (A), а четные – другим (B). Если бы все оставшиеся после 
построения такого остовного дерева хорды соединяли только вершины четных и 
нечетных слоев соответственно, граф был бы бихроматическим. Но в нашем случае 
это не так.  
 Тем не менее, все  ребра, соединяющие вершины разных цветов, мы можем 
исключить из рассмотрения. В результате у нас остается подграф  G’ со 
следующим списком смежности: 2) 3,8; 3) 2,5,6,7; 5) 3,6,7; 6) 3,5,7; 7) 3,5,6,8; 8) 2,7. 
 Построим и для этого подграфа остовное дерево, начиная с самой «тяжелой» 
вершины (рис.3.32). 
 
 
 
 
 
 
 
  Для вершин нечетных слоев (вершины 3 и 8) оставим цвет B, а для четного 
слоя (вершины 2, 5, 6, 7) введем новый цвет C. Если бы оставшиеся хорды 
подграфа соединяли только вершины разных цветов, процесс раскраски был бы 
завершен. Но наши хорды образуют треугольник (5, 6, 7)  в пределах одного слоя. 
То есть три эти вершины должны быть окрашены в разные цвета. Поэтому 
оставляем для вершин (2, 5) цвет C, а для вершин 6 и 7 вводим цвета D и E 
соответственно. Итак, получаем раскраску из 5 цветов, которая соответствует 
нижней оценке хроматического числа (G) для данного графа.  
 В заключение заметим, что удаление любой из вершин 6 или 7 уменьшило 
бы хроматическое число графа. Графы, в которых удаление одной вершины 
приводит к уменьшению хроматического числа, называют критическими. Эти 
графы выделяются в задачах о раскраске в особый класс, который тоже обладает 
интересными свойствами. 

  

Рис.3.31. Остовное дерево для задачи о 
минимальной раскраске графа. 
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Рис. 3.32. Остовное дерево для подграфа G’. 
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Упражнения. 
 
 Найти хроматическое число (выполнить минимальную вершинную 
раскраску) следующих графов. Обосновать решения. 
1. 1) 2,4,5,6,9; 2) 1,3,7; 3) 2,4,6; 4) 1,3,7; 5) 1,7,8,10; 6) 3,7,8,10; 7) 2,4,5,6,10; 8) 5,6,9; 
9) 1,8,10; 10) 5,6,7,9. 
2. 1) 2,3,4,8; 2) 1,5,6; 3) 1,4,5; 4) 1,3,7,8; 5) 2,3,7; 6) 2,8; 7) 4,5,8; 8) 1,6,7. 
3. 1) 2,4,10; 2) 1,3,5; 3) 2,4,5; 4) 1,3,5,8; 5) 2,3,4,6,10; 6) 5,7,8; 7) 6,8,9; 8) 4,6,7,9; 9) 
7,8,10; 10) 1,5,9. 
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